Original - Gendannelse

Grafisk gengivelse af skanningen

Tomografi (rontgen-skanner-princippet)

1 1970-erne var tiden moden til at skabe et apparatur som man leenge havde
veeret sikker pd var en teknisk mulighed: et rontgenapparat som gor det mu-
ligt at se rigtigt ind i legemer som er uigennemtraengelige for lys - i modseet-



ning til det eeldgamle rontgenbillede hvor det kun er en projektion af det indre
man kan se. Problemet er af to-dimensional natur, siden man kun behgver at
danne billedet af et plant snit igennem legemet. Og dette md nedvendigvis
ske ved at sende rontgen- eller lignende strdler igennem legemet fra et stort
antal retninger beliggende i den pageeldende plan, og for hver retning male
hvor meget strdlens intensitet aftager, og sa ud fra alle disse informationer
konstruere et billede. Men hvordan? Ved det seedvanlige rontgenapparat ud-
sendes straler fra rontgenrgret i alle retninger indenfor en kegle, og disse kan
opfanges pa en fotografisk plade eller pa en glasplade som flourescerer der
hvor den rammes af en strdle. Men nu skal der tilsyneladende ogsa matema-
tik til for at danne billedet: informationerne skal omdannes til tal som skal
bearbejdes i formler, og ud fra de bearbejdede tal skal man fa et billede frem
pa en skeerm. Dette sidste var ikke noget problem, det havde man tv-skeerme
til, men det forste problem kunne muligvis veere formidabelt: der skal gjen-
synligt benyttes informationer fra "alle teenkelige" linier indenfor det plane
snit, og da en linie er karakteriseret ved en vinkel og en forskydning, er der
maske i praksis brug for 300x300 = 90.000 linier, og for enhver af disse fas et
tal (intensitetstabet) som skal opbevares da det skal bruges for alle punkterne
pa skeermen. Og denne skeerm er maske pd 400x400 = 160.000 punkter. Altsa:
90.000 tal skal oplagres i en hukommelse og bearbejdes for hvert af de
160.000 punkter, og til enhver sddan bearbejdning behoves maske flere tusin-
de operationer. For at danne et fraktalbillede skal der ikke oplagres nogen tal,
og for hvert punkt skal der oftest kun udferes nogle hunderede udregninger.

Og dog var det ikke dette oplagrings- og regneproblem man skulle slds mest
med i 70-erne, har jeg ladet mig forteelle. Man raddede allerede dengang over
computerkraft som var stor nok. Nej, det var matematikken: man kendte ikke
de formler der skulle bruges. Det var iseer opstillingen af disse der var den
store bedrift af de to medicinere som i 1979 fik Nobel-prisen for at have last
problemerne. Kan dette virkelig veere sandt? Matematikerne har alle dage
heevdet, at de fra deres elfenbenstdrn har et glimrende udsyn over verden og
at de er langt forud for denne i udvikling. Og nar nogen har sat spergsmal
ved nytten af deres arbejde, har de altid forsvaret dette med at det engang vil
vise sig nyttigt. Og her var der endda tale om et problem hvis lgsning matte
veere langt under deres niveau og som de leenge burde have vidst at verden
snart ville fa brug for.

Og selvtolgelig var et sa elementeert problem som der her er tale om, lgst for-
leengst. Det er et centralt problem indenfor det fagomrade der hedder inte-
gralgeometri, og denne disciplin havde eksisteret i over hundrede ar. Og i
1917 offentliggjorde den franske matematiker J.K.A. Radon (1887-1956) en af-
handling, hvori han fremlagde og beviste de formler der skal til for at rekon-
struere en funktion defineret pa et omrdde i planen ud fra dens integral langs



alle teenkelige linier igennem omrddet. Og hvis denne funktion er teetheden (i
en eller anden forstand) af et materiale fordelt over det plane omrade, sa ma
integralet langs en ret linie veere et mdl for den modstand som en strale der er
tolsom overfor materialet mgder, ndr den treenger igennem materialet langs
linien, dvs. den aftagen i intensitet der sker i en stralen.

Radon har dog neeppe teenkt den tanke at hans teori i princippet kan bruges
til at se ind i legemer. Rontgenbilleder havde man ganske vist haft i tyve ar,
men fra denne matematiklese teknik til hans regnekraevende formler er der
lang vej. Radon havde udtenkt sin formel fordi den pa hans tid var en oplagt
udfordring, et naturligt trin i integralgeometriens udvikling, og maske viste
formlen og dens bevis sig ligefrem at besidde en stor skenhed. Om formlen
vil jeg sige, at den ser ud som enhver erfaren matematiker vil forvente, den er
enkel og ganske ken. Det er mere beviset som den matematikinteresseret
hungrer efter at se, og her vil han blive gleedelig overrasket. Men inden vi
skitserer teorien skal vi formulere Radons formel og efterprove den pd com-
puteren: hvor lang tid tager det mon at danne billedet? - hvordan bliver det?

Radons formel lyder saledes (ndr den formuleres ud fra vores problemstil-
ling):

For ethvert punkt p i omrddet defineres en funktion M(p, r) af de positive
reelle tal r ved:

M(p, 1) =
middelveerdien af modstanden i alle de rette linier som har afstand r fra p.

Da geelder:
D

materialets teethed i p = -1/1t/ (dM(p, 1)/dr) dr/T,
0
hvor D er omradets diameter.

Vi vil forestille os at vi indenfor et rektanguleert omrdde har en fordeling af
masse, men dette svarer til et billede med gratoner, idet hver gratone tilleeg-
ges en teethed. Da computerens farver er bestemt ved tripler (R, G, B) af hele
tal fra O til 255 (nemlig farvens sammensetning af red, gren og bld), og da en
gratone er en sadan farve hvor de tre tal er ens, kan vi lade teetheden veere
dette tal. Teetheden er altsd et helt tal fra O til 255. Billedet kan f.eks. veere et
fotografi. Vi laver to programmer: det ene ("Skan") "skanner" billedet og lagre
disse informationer i en fil (af reelle tal), det andet ("Dan") gendanner billedet
ud fra informationerne i filen, ved for hvert af punkterne at udregne den
ovennaevnte formel og tildele punktet den gratone som tallet angiver. Skan-
ningen foregar ved at vi for et stort antal rette linier igennem rektanglet tager



summen af teethederne for de pixel linien gar igennem.

Vima gore os klart at vi ma acceptere nogle fejl i det billede vi genskaber, da
vi jo har med integrationer og differentationer at gore og disse kun kan udfe-
res med tilneermelse. Og skal vi have en stor preecision vil programmet nok
kore urimeligt langsomt. At der kan blive fejl kan vi teenke os til pa forhand:
pa de steder hvor der i den oprindelige figur er bratte overgange, vil der i det
rekonstruerede billede kunne vere nogle fejlfarvede punkter, og hvis den op-
rindelige figur er kompliceret, f.eks. sammensat af mange ens figurer ligesom
et ark frimeerker, vil der ved skanningen blive en tendens til at modstanden
er neesten ens i alle retninger, s det rekonstruerede billede bliver grumset.
P& den anden side, da Radons formel jo er helt eksakt og da en moderne com-
puter er hurtig, kan vi godt tillade os at stille store krav til billedet. At det
maske vil tage en god tid at genskabe billedet, skal vi ikke bekymre os om,
dette har ingen betydning hvis nogen vil bruge vores computerprogram i
praksis. Ved skanningen vil man ikke bevaege én strale i tusinder af stillinger,
men vil sende tusinder af straler afsted samtidig. Og ved dannelsen af bille-
det vil man ikke udfgre operationerne linezrt sdledes som vi gor i vores pro-
gram, men parallelt, s udregningerne udferes samtidig for flere punkter, og
sa billedet genskabes pa en brokdel af et sekund.

Vi vil ferst udteenke et program som er simplest muligt, idet vi udferer inte-
grationerne og differentationerne lige efter leerebogen, dvs. tager sddanne til-
neermelser som optraeder i deres definition. Sa vil vi undervejs opdage, at vi
med enkle midler kan forbedre programmet betydeligt.

Skanningen kan udferes pa flere mader, og det har ikke stor betydning hvil-

ken man anvender. I mit program har jeg defineret en funktion modstand(vin-
kel, afstand) pa folgende made: for en given vinkel og afstand gar man stykket

afstand ud fra rektanglets centrum i retningen vinkel og betragter den rette li-
nie igennem dette punkt og vinkelret pd denne retning:

ifﬁ>\

vinkel

.

Den modstand som denne strdle moder ved at passere igennem figuren, fas



ved at addere tallene matl[i, j] for alle de punkter (i, j) den rammer. For at
kunne finde disse punkter ma vi lade den ene af koordinaterne i og j veere
uafheengig variabel og udregne den anden ud fra liniens ligning. Vi veelger i
(x-koordinaten) for de linier hvor vinkel er naermest y-aksen (dvs. | cos(vinkel)
| < | sin(vinkel) |), og j (y-koordinaten) for de linier hvor vinkel er neermest x-
aksen (dvs. | cos(vinkel) | > |sin(vinkel) |). Men da modstanden i linien er et
integral langs linien, skal vi gange det tal vi har fundet med leengden af en pi-
xel, denne leengde er konstant langs linien, men den er ikke den samme for
de forskellige retninger: en pixel er jo et lille kvadrat, og nar linien ligger ska i
forhold til dette, ma den i gennemsnit passere en leengere vej. Derfor skal vi i
det forste tilfeelde dividere med |sin(vinkel) |, og i det andet tilfeelde dividere
med | cos(vinkel) | .

Ved hjeelp af denne funktion modstand(vinkel, afstand) kan vi nu skanne figu-
ren, dvs. finde modstanden i et stort antal udvalgte linier, f.eks. lade vinkel ga
fra 0 til 359 og lade afstand ga fra 0 til rektanglets radius R igennem f.eks. 300
trin - s har vi faet "alle teenkelige" positioner med.

Herefter skal vi for hver pixel forst finde funktionen M(p, r) og derefter ud-
regne integralet

2R
J (@M(p, r)/dr) dr/r.
0

For et givet r > 0 er M(p, r) summen af modstanden i alle de udvalgte linier
som har afstanden r fra punktet p divideret med antallet af disse linier (altsa
360 - selv om en linie ligger helt udenfor rektanglet skal den teelles med alli-
gevel). For enhver udvalgt vinkel v skal vi finde den udvalgte linie hvis af-
stand fra p er neermest r. Det gores pa folgende made: Hvis punktet p har ko-
ordinatseettet (a, b) er den rette linie som har afstanden r fra p og som er vin-
kelret pa retningen v, den samme som den rette linie som har afstanden r* =r
+ a-cos(v) + b-sin(v) fra origo og som er vinkelret pa retningen v (idet a-cos(v)
+ b-sin(v) er projektionen af linien fra origo til p ind pa retningen v):



- med mindre at r* bliver negativ, for sd skal vi leegge 180 til v, da vi har valgt
at operere med vinkler hele vejen rundt, men kun med positive afstande.
Derfor er den sggte udvalgte linie, linien givet ved den udvalgte vinkel v og
den udvalgte afstand som er naermest tallet r*, eller, hvis dette tal er negativt,
linien givet ved den udvalgte vinkel v+180 og den udvalgte afstand som er
neermest tallet -r*.

Herefter skal vi udregne det viste integral. I integranden ophaever de to dr-er
hinanden, sa vi skal blot dele intervallet fra O til 2R op i et stort antal lige sto-

re stykker - f.eks. 600 - og hvis vi kalder leengden af hvert stykke d, skal vi for
stykket der gar fra r til r+d udregne tallet

M(p, r+d) - M(p, 1))/ (r+d/2),

og alle disse 600 tal skal adderes. Hvis summen kaldes s, skal vi i program-
met forst seette s = 0 og r = 0, og succesivt gore folgende indtil r > 2R: udreg-
ne (M(p, r+d) - M(p, r))/(r+d/2), addere dette tal til s, erstatte r med r+d. Til
sidst skal vi gange s med -1/, afrunde det tal vi far til et helt tal og tildele
pixlen farven svarende til dette tal.

Da dette primitive program kan forbedres betydeligt ved beskedne sendrin-
ger, vil vi straks ga igang hermed.

Skanningen kan der ikke gores meget ved. Ikke udover at gge ngjagtigheden
ved at gore de sma bidder som en linie deles i kortere, f.eks. halv sd lange.
Dette svarer til at lade figuren veere dobbelt sa detaljeret, og dette svarer igen
til at forestille sig at den er dobbelt sd mange pixel pa hver led. Men kun den
figur vi skanner, billedet vi danner skal stadigveek kun veere det oprindelige
antal pixel pa hver led.

Herefter kommer vi til differentationen og integrationen. Den inddeling vi fo-
retager af intervallet [0, 2R] ber klart veere finere jo neermere vi kommer til 0,
da integranden ma formodes at veere storst her (bemaerk at der er en division



med r). Vi vil begynde med et meget lille d, og succesivt gore d storre ved at
erstatte d med kd, hvor k er et fast tal lidt storre end 1 (f.eks. k = 1.1). Men vi
ber ogsa undlade at gore brug af vores opdagelse af at dr optraeder i bade
teeller og naevner af integranden (dM(p, r)/dr) dr/r. Vi ber operere med to
forskellige dr-er. Dannelsen af en differenskvotient der er en tilneermelse til
dM(p, r)/dr i punktet r, bor foretages ud fra r-veerdier beliggende pa hver
side af r: dM(p, r)/dr ~ (M(p, 1,) - M(p, 1;)/(r, - 1;), hvor r; <r <r,. Og i ste-

det for bare at lade bidraget til summationen fra r til r+d veere d gange (dM
(p, 1')/dr') /1" taget i et punkt r' imellem r og r+d, vil benytte tilneermelses-
formlen:

r+d

[ £(r) dr/r ~ (£(r)/ (x+d/4) + f(r+d)/ (r+3d/4)) d/2

som bygger pa veerdierne af f(r) i de to endepunkter af det lille interval

[r, r+d] (den er ikke sveer at eftervise). S4 bliver denne inddeling af intervallet
[0, 2R] forskudt i forhold til den inddeling vi bruger til at danne differenskvo-
tienterne (i programmet betegner r1 de succesive r-er brugt til at danne diffe-
renskvotienterne, idet r1 begynder med r1 = 0, og r betegner de succesive r-er
brugt til at danne summationen, idet r begynder med r = d/2). De to forste
trin af denne succesive procedure er lidt anderledes end de folgende, derfor
optraeder et z som ferst er 0, derefter 1, og resten af vejen 2. En ny differens-
kvotient kaldes hele tiden g samtidig med at den foregdende far navneforan-
dring til h. For z = 0 dannes den ferste, for z =1 dannes den anden og for z =
2 dannes alle de fglgende.

Der er en finesse mere i vores program: for at danne M(p, r) skal vi for enhver
udvalgt vinkel v bruge modstanden i den udvalgte linie som har en afstand

fra p der er narmest ved tallet r. Her bor vi selvfolgelig indfere en interpolati-
on: hvis r*; og r*, er de udvalgte afstande pa hver side af den ovenfor fundne

afstand r* fra 0, ber vi lade modstand(v, r*) veere
modstand(v, r*;) + (r* - r*;)(modstand(v, r*,) - modstand(v, r*,))/ (r*, - r*)).

Og til allesidst en lille tidsbesparende ting: i integrationen behgver vi ikke at
integrere helt til tallet 2R, som er rektanglets diameter, vi kan ngjes med at in-
tegrere til R+afstanden fra O til p.

Programmets virkemade

I vores program vil vi i stedet for et billede i sort/hvid anvende et billede i
farver - dette vil ikke gore programmet mere kompliceret. Et billede i farver



svarer nemlig til tre billeder i sort/hvid: intensiteten af red, gren og bla, og
skanningen og gendannelsen af disse tre billeder kan foretages i én og samme
procedure. For hver pixel i gendannings-proceduren giver Radons formel os

tre hele tal R, G, B (fra 0 til 255), og punktet tildeles farven med disse RGB-
vaerdier.

Vi forudseetter at billedet er i BMP-format og ikke for stort (f.eks. 600x600 pi-
xel), og det gives navnet "Billede.bmp". I programmet "Skan" skal inden skan-
ningen begynder indtastes antallet af vinkler og forskydninger (f.eks. henh.
400 og 300). Resultatet af skanningen er en fil af reelle tal, og den har navnet
"Filjulia". Programmet "Dan" tegner nu, ud fra informationerne i denne fil, et
billede i halv sa stor sterrelse. Hvor fejlfrit det bliver, afheenger af antallet af
vinkler og forskydninger, men ogsd de af de tilneermelser der er i program-
met, og det vil altid blive lidt sloret:

*k%

Programparret "Skan2" og "Dan2" er en variant af dette program, idet resulta-
tet af skanningen i stedet for at veere en fil af tal, er et billede (i BMP-format):
tallene er afrundede til hele tal og justeret sdledes at det storste er 255, og
vinklen og forskydningen er afsat ud af henh. den vandrette og den lodrette
akse. "Dan2" danner billedet ud fra farveverdierne i dette billede (som er gi-
vet navnet "TransBillede" - billedet til venstre nedenfor). Ved, forinden at vi
anvender "Dan2", at eendre lidt i dets farver (med et billedbehandlingspro-
gram), far vi andre farver i resultatet:



Da skanningen af et billede ikke "véd" hvor stort det oprindelige billede er,
ma dettes dimensioner (bredde og hgjde) indtastes ved gendannelsen (i pro-
grammet "Dan2"). Indtaster man andre dimensioner (hvor sterrelsesforholdet
er korrekt) bliver billedet lysere eller morkere, derfor ma ogsa indtastes en
"farvefaktor" - er billedet f.eks. halvt sd stort skal den seettes til 0.5.

Ved at tage udgangspunkt i et simpelt billede, kan vi ved skanning fa et
"kunstveerk" frem:






Bevis for Radons transformationsformel

Jeg vil nu skitsere Radons bevis for sin formel. Denne formel kaldes ogsa for
Radon-transformationen, og den herer blandt en type af matematiske formler
som er serligt fascinerende, nemlig inversionsformlerne (i afsnittet om Rie-
manns primtalsteori omtales Mobius- og Fourier-inversionen).

Inversionsprincippet kommer ind i billedet i forbindelse med en vis integral-
ligning, som vi far brug for at lase, dvs. en ligning hvor den ubekendte er en
funktion som indgar i en integraldannelse. Og den integralligning som skal
lases lyder: givet en funktion g(y), find en funktion f(x) saledes at

g(y) = [ £(x)/V(x-y) dx
y

Men denne integralligning blev lost af Niels-Henrik Abel (1802-29), og las-
ningsformlen er ganske tankevaekkende:

£(x) —-1/nfg )/N(y-x) dy

X

- vi skal altsa blot differentiere g(y) og bruge den samme formel (og dividere
med -1). En sd smuk inversionsformel ma kunne ses i et hgjere perspektiv.
Hvis faktoren 1/V(x-y) ikke havde veeret det, havde problemet lydt: los lig-
ningen

=] f(x) dx

y

Og denne integralligning kan lgses ved blot at differentiere begge sider: f(y)
-g'(y). Disse to integraldannelser er specialtilfeelde af folgende integraldan-
nelse: Lad a veere et positivt tal, da kan vi for en funktion f(x) definere en ny

funktion I%f(y) ved integralet
1°f(y) = 1/ (@) | £() () dx,
y

hvor I'(x) er den sakaldte gammafunktion (den omtales neermere i afsnittet om
Riemanns primtalsteori), her skal blot siges at for et naturligt tal n er I'(n) =



(n-1)! og ' (¥2) = V1t Denne integraltransformation har felgende elegante
egenskaber:

P =19 (1% =19 @) =-f (1% =-19f

(den sidste geelder for a > 1). Bemeerk at den anden siger at operationerne 1%
og differentation kan ombyttes, og at den tredie (hvor a = 1) er den oven-

neevnte formel g'(y) = -f(y) (idet ['(1) = 1), og at den sidste siger at f' = T,

hvis 1% var defineret for a = -1, men da den ikke er det, ma vi tage % fora>1
pa begge sider af lighedstegnet og anvende den forste og anden egenskab.

Vi far Abels teori ved at seette 0 =%, sd har vi nemlig at Abels integralligning

Il/z g)r —

kan skrives g = \Tt 17, og sa felger af de tre forste formler at 1" (8) = (
NI (A1) = N (1) = -\, og dette er Abels losningsformel.

Og nu til hvordan Radon omformer Abels inversionsformel til sin egen inver-
sionsformel. Vi betegner materialetaethedsfunktionen f(p). Lad L(p, 8) veere
den linie som har afstand p fra origo og hvis normal har vinkel 0 (fra x-ak-
sen), og lad f*(p, 6) veere integralet af f(p) langs L(p, 6) (det tal vi har kaldt
"modstanden" i linien):

f7(p, 8) = [ £(p) ds,
L(p, 6)

idet p er det til parameteren s svarende punkt pa linien. Og lad for et punkt
p'ogettalr =0, Mp.f’\(r) veere middelveerdien af £/(p, 6) for alle tangenterne

til cirklen om p' med radius r, dvs.:

21
M_fA(r) =1/(2m) [ £7(p, 6) d8,
0
hvor p er afstanden fra origo af den tangent hvis normal har vinkel 6, dvs.: p
= r + projektionen af vektoren fra origo til p pd retningen 6. For ethvert 0 er

der to tangenter til cirklen hvis normal har vinkel 6, hvis den ene er knyttet til
6, md den anden knyttes til 8+11(vi kan godt tillade p at veere negativ).

Radons inversionsformel siger at vi fra denne funktion Mp,f’\ (r) kommer til-

bage til funktionen f(p) ved:



f(p') =-1/mJ (AM,f7(r)/dr) dr/r.
0

I definitionen af Mp‘f’\(r) indgdr to integrationer - én langs en ret linie og én

langs en cirkel - og Radon viser at disse i en vis forstand kan ombyttes, idet

M) = 2 [ M£G%) /N (1-(/ 1)) dr,

hvor Mp,f(r*) er middelveerdien af f(p) langs cirklen C(p', r*) med centrum i p'

med radius r*, dvs.
M, £(r*) =1/ (2rr*) | £(p) ds.
C(p', %)

Med figurens betegnelser falger nemlig af s = V(r*? - r?) at ds/dr* = r*/~(r*? -
r?) = \(1-(r/1*)?) og dermed at

[ £(p) ds =] £(p)/N(1-(r/r%)?) dr*
0 T

(p er punktet svarende til s). Dette integral skal tages i begge retninger af lini-
en og integreres rundt langs den inderste cirkel, herved fds udtrykket for
M_ A (x).

P

Men denne sammenhaeng imellem Mp,f’\(r) 0g Mp.f(r*) er Abels integrallig-

ning: for hvis vi erstatter r med Vy og r* med Vx har vi at



M A (y) = fM F(Vx)/V(x-y) dx
y
(idet vi har benyttet at d(Vx)/dx = dx/(2Vx)). Sa derfor har vi ifglge Abel at

M, (V) —-1/nI d(M, ) (y)/dy)/V(y-x) dy.

X

Og benytter vi at d(Mp.f’\)(\/y) /dy = (Mp,f’\) (\Vy) /(2\ly), erstatter y med r* og
seetter x = 0, sa far vi Radons formel (da M f( ) =£(p"):

f(p') = -1/m] (M £ (r)/ dr) dir/x.
0



