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Forord

Denne bog giver en komplet indsigt i de irrationale
tals problematik. Og denne sag er mere kompleks
end de fleste matematikkyndige er klar over. Det ma
nemlig tages i betragtning at den formale teori for
de reelle tal har andre modeller end det vi seedvan-

ligvis forstar ved reelle tal (den intenderede model).

Bogen begynder med en forteelling som foregar pa
Pythagoras' tid. Pythagoras havde i lang tid veeret
bekendt med det inkommensurable, men hvordan
forklare det pa en made som harmonerer med den
talopfattelse som pythagoraeerne blev tilskrevet?
Der matte et meget ngje studium til, og tiden gik, og
denne sendraegtighed synes at have fremkaldt gu-
dernes vrede, siden et forbleffende haendelsesforlob
- som umuligt kunne bero pa tilfeeldet eller pa men-
neskelig virksomhed - pludseligt bragte Pythagoras
pa sporet og til fuldkommenhed loste hans problem.
Men prisen var yderst ydmygende for pythagoraeer-

ne. Disse begivenheder matte for enhver pris holdes



hemmelige. Og blev det ogsa, og gav dermed rum

for skregner som intet har med virkeligheden at gore.



Indledning

I denne beretning forteelles om hvordan man opda-

gede at storrelser kan vere "inkommensurable".

Athene - kundskabens gudinde - havde leenge skam-
met sig pa menneskets vegne over denne uviden-
hed. De skulle altsa abenbart hjeelpes lidt pa ve;.
Men den slags tog en gud sig sin betaling for. Og in-
tet kunne forneje en gud mere end at kalde latteren
frem hos de gvrige medlemmer af gudefamilien pa

Olympen.

Athene besluttede at opdagelsen skulle gores af Py-
thagoras. Han havde i byen Kroton grundlagt en an-
delig og kundskabssegende bevaegelse som fik stor
udbredelse og betydning. Hans disciple betragtede
ham som en halvgud, og tillagde ham opdagelser
som de selv og andre havde gjort - saledes hans

leereseetning.

Men en frygtelig katastrofe fulgte i opdagelsens kol-
vand. Pythagoraeernes kloster blev stormet og sat i
brand og flere pythagoreeere omkom. Og de reste-
rende - og blandt dem var Pythagoras - blev spredt
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for alle vinde. Dette kan umuligt have veeret med i

Athenes plan.

Det forteelles at denne massakre var et resultat af
byborgernes irritation over pythagoreeernes ophe-
jede og sekteriske liv og deres provokerende opfat-
telser pa en raekke omrader. Kvinder havde adgang
til ordenen pa lige fod med meend, og pythagoraeer-
ne heevdede, at Jorden er rund som en kugle og at
det evige og himmelske liv er forbeholdt matemati-

kere.

Men som det vil fremga af det felgende, er dette en
begreenset del af sandheden. Pythagoraeerne var ik-
ke sd upopuleere endda og de var meget opmeerk-
somme pa den fare som deres serpraegede liv ud-
satte dem for. De holdt i almindelighed deres an-

skuelser og indsigter hemmelige.

Der syntes at sta helt andre kreefter bag denne for-
brydelse end den jeevne byborger. Og Athene var
ikke helt uden skyld, hun havde haft for stor tiltro
til Pythagoras' klarsynethed.



Kapitel 1

Engang 1a i Syditalien en by der hed Sybaris. Denne
by var graesk koloni og den var berygtet viden om
for indbyggernes overdadige og nydelsessyge leve-
made. Da greekerne var et folk som seedvanligvis
lagde vaegt pa madehold, fremkaldte livet i Sybaris
de omkringliggende byers vrede - en vrede der til
sidst blev sa stor at man indtog byen, odelagde alt
og bortjog eller draebte indbyggerne. Siden den tid
har "en sybarit" veeret et forfeerdeligt skeeldsord -
det er en person som ader og drikker og forngjer sig

umadeholdent.

Dette skete omkring ar 500 for vor tidsregning, og
det er pa denne tid at begivenhederne i denne beret-

ning finder sted.

En af de byer som var med i dette felttog var Kroton.
Ogsa denne by var graesk koloni, og i dén havde den
religiose pythagoraeerorden sit kloster. Pythagorae-
erne havde veeret meget aktive i kampen mod Syba-
ris, sa derfor nod de en vis anseelse i byen, selvom

man ikke brod sig sa meget om deres religion.



Pythagoraeerne levede et asketisk liv fyldt med reg-
ler og mystiske doktriner. Igennem meditation hen-
satte de sjeelen i en ekstatisk tilstand, sa den frigjor-
de sig fra legemet og kom i bergring med det gud-
dommelige kosmos. De beskeeftigede sig meget med
videnskab. Anden blev nemlig renset ved fordybel-
se i aedle tanker. Iseer studerede de geometriske fi-
gurer og tal og musik. Og de satte alle tilveerelsens
vigtigste feenomener i forbindelse med tal. De opda-
gede sdledes, at nar strenge klinger harmonisk sam-
men, da star deres leengder i enkle talforhold til hi-
nanden. Ja mere end det, de opdagede at hele stren-
gen, kvarten, kvinten og oktaven star i den fuldkom-
ne proportion: 12:9:8:6, idet 12/9 = 8/6 og 9 = (12 + 6)/
2 (aritmetisk middel) og 1/8 = (1/12 + 1/6)/2 (harmo-
nisk middel).

Deres andelige overhoved var Pythagoras. Han var

en gammel og meget leerd mand som havde boet og
studeret naesten overalt i verden, og han havde haft
dybe samtaler med alle de storste filosoffer. Men nu
havde han slaet sig ned i Kroton og havde her

grundlagt sin pythagoraeerorden som snart talte



over hundrede mandlige og kvindelige disciple.
Deres kloster var et stort og sveert befaestet byg-
ningskompleks som 14 pa et hejdedrag uden for

byen.

Borgerne i Kroton levede som sagt et rimelig made-
holdent og fromt liv. Men pa et tidspunkt begyndte
livet i byen at eendre sig. Og dette skyldtes at en
spillelidenskab greb om sig. Hvor spillet stammer
fra vides ikke, men Kroton var en havneby og der
var herfra en livlig handel med hele middelhavsom-
radet, sa det var givetvis sefolk der havde hjembragt

spillet.

Til at begynde med brugte man smasten eller pinde
som spillebrikker. Men snart begyndte man at spille
om penge og man brugte da sglv- og guldmenterne
som spillebrikker. Den spiller der vandt fik alle

monterne.

Spillet foregik saledes: Kun to spillere kunne delta-
ge. Disse lagde deres indsats i hver sin bunke pa
bordet. Indsatserne var sjeeldent lige store, for der

var altid en af spillerne som var den dygtigste og
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han matte leegge en storre pulje pa bordet for at den
mindre dygtige turde spille mod ham. Der skulle
veere sa mange menter i en bunke at modparten ik-
ke umiddelbart kunne teelle dem. Man trak lod om
hvem der skulle begynde og spillerne skiftedes nu
til at borttage menter fra bunkerne. De matte selv
om hvilken bunke de tog fra og hvor mange menter
de tog, de skulle dog tage mindst én ment og hvis
de tog menter fra begge bunker samtidig skulle de
tage lige mange. Den der tog de sidste monter hav-

de vundet og han fik som sagt alle menterne.

Guldmentspillet blev uhyre populeert. Der blev lagt
store pengebelob pa bordene og adskillige spillere
var professionelle. To professionelle spillere kunne

samle op imod hundrede tilskuere omkring sig.

Kapitel 2

I Kroton boede en velhavende kebmand og han-
delsrejsende. Han havde fem sgnner - den yngste
hed Hippias. Hippias var en ken og kvik dreng pa

10 &r. Han havde faet en god skoleuddannelse og
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han havde adskillige gange veeret med pa faderens
handelsrejser, sa han havde besggt neesten alle hav-

nebyer i verden.

Da han var med pa et sadant togt, horte han faderen
sige at de skulle i havn i [téa som ligger neer byen
Delfi i Graekenland. Hippias vidste at der i Delfi var
et stort tempel for guden Apollon, som var sandhe-
den og lysets gud og endvidere musikken og digte-
kunstens beskytter. Og at der i dette tempel var et
orakel hvor man kunne stille sporgsmal til Apollons
preestinde Pythia, men at svaret altid kun blev givet
i form af en gdde som kunne vaere meget sveer at ty-
de - ja af og til umulig - thi Pythia var i en omtaget
og ekstatisk tilstand som skyldtes dunster der steg

op igennem revner i undergrunden.

Hippias sagde til sin fader at han havde et sporgs-
mal som han gerne ville stille Pythia, om han mon
ikke kunne komme til at besgge Delfi. Delfi ligger et
godt stykke vej fra Itéa, sagde faderen, men Hippias
burde da absolut se Apollons tempel som netop var

blevet pregtigt genopfert efter en brand, sa han vil-
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le sgrge for at noget af hans mandskab kunne ledsa-

ge ham dertil.

Da Hippias og sefolkene kom til Delfi, sogte de hen
mod den store plads foran hovedtemplet, og deér
spurgte Hippias om vej til Pythia. Man svarede ham
at han skulle henvende sig i det lille tempel med
indskriften "Kend dig selv". Efter en leengere vente-
tid blev han vist ind til en seldre og veerdig preest,
som kiggede forundret pa ham. Hippias fortalte
hvem han var sen af og at hans far var forhindret i
at veere til stede, men at det var ham selv som havde
noget at sporge Pythia om. Preesten spurgte hvad
dette mon kunne veere. Hippias fortalte om guld-
mentspillet i sin hjemby og at han var sikker pa at
der er nogle tal som man kan leere sa man altid kan
vinde. Da det jo almindeligvis var heerforere som
opsegte Pythia for at fa et vink om gudernes planer,
udleste Hippias' spergsmal et sadant latteranfald
hos praesten, at Hippias neaesten frygtede for hans
helbred. Men sa klappede praesten ham pa hovedet
og sagde, at den Pythia som maske kunne fa Apol-

lons opmaerksomhed nar det gaelder et sadant
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sporgsmal, forst ville mede senere, og at han skulle
komme igen to timer inden solnedgang. Hippias og
sofolkene fordrev tiden med at ga rundt i gaderne i
Delfi, og ganske som i hans hjemby stod folk om-
kring spillere der sad ved borde, og der var en los-
sluppen stemning. Da de vendete tilbage til det lille
tempel, blev de af en ung preest fort hen til hoved-
templet hvor der var utallige statuer af guld og el-
fenben og med @delstene. Preesten fortalte stolt om
kostbarhederne, og Hippias og sefolkene beundre-
de, og preesten beundrede denne drengs og disse so-
folks beundring. Sa bad han segfolkene om at seette
sig og vente, og han forte Hippias om bag et sideal-
ter til en lille der. Her stod en tempeltjener som rak-
te ham en teendt hornlygte og forte ham ned ad en
neesten endelos vindeltrappe hvor luften blev mere
og mere klam. De kom til en stor grotte med fugtige
klippeveaegge og oplyst af svage olielamper, og i
midten stod en hgj trefod over en revne ijorden, og
oppe pa den sad Pythia kleedt som Apollons brud.
P& jorden under hende stod et baekken med gloden-
de treekul, og en preest viftede rogen med en orne-

vinge. Praesten rakte Pythia en skdl med friske laur-
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baerblade - dem skulle hun tygge for at blive fyldt
med Apollons and. Herefter sad hun og stirrede og
rokkede frem og tilbage. Sa kom der damp op fra
kloften og indhyllede hende, og da dunsterne var
drevet vaek, vred hun sig og udstedte uhyggelige
lyde. Hippias folte at der var noget forkert ved det,
for hun var ikke zeldre end hans sgster. Men sa gav
preesten tegn til at Hippias kunne sporge. Han for-
talte om guldmentspillet i sin hjemby, og at han
kunne se at det ogsa var naet til Delfi, og at der sik-
kert er en strategi s man altid kan vinde, og at det
vil veere en stor fordel hvis alle kender den, for sa
kan spillet ikke mere spilles, og sa vil den stgj og

spektakel der er overalt ophere.

Pythia stirrede med aben mund, men sa strommede
gudens and ind over hende og hendes ansigt fortrak
sig og der kom saere ord ud. Hun rystede over hele

kroppen og praesten matte holde pa trefoden sa den
ikke veeltede. Hippias fik kun fat i nogle fa ord uden
mening: "gylden", "pythagoraeere”, "fliser", "bortta-

ge". 5a gav preesten tegn til at Pythia havde talt. "Ja-

men?", udbrod Hippias da han og tjeneren var

15



udenfor deren og pa vej op. "Min unge ven", sagde
tjeneren, "ingen dedelig forstar guderne, men vi har
leerde videnskabsmeend der har studeret gudernes
tale - den herre du s& med en vokstavle - han vil
tyde svaret sa godt det er muligt og skrive det pa en
tavle - og jeg vil tro at du kan forsta det, for Pythia
var mere forstaelig end normalt - ga du nu op til

preesten, sa vil jeg lige straks komme med tavlen."

Et kvarter senere fik Hippias overrakt vokstavlen.
Der stod:

Ga til Den gyldne Allé der forer til pythagoraeernes
kloster

- leeg en mont fra den lille bunke pa hver af de korte
fliser til der ikke er flere

- borttag lige sa mange meonter fra den store bunke
som der var monter i den lille bunke og leeg en ment
fra den resterende bunke pa hver af de lange fliser
til der ikke er flere

- hvis de to reekker af monter nar lige langt - uden
at de korte fliser dog nar forbi de lange fliser - da

kan du altid vinde spillet.
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Dette svar kan helt sikkert tydes, teenkte Hippias.
Det kunne eergre ham at der ville ga flere uger
forend de var hjemme igen, men nu havde han da

tid til at teenke over svaret.

Han havde set Den gyldne Allé¢, men han erindrede
ikke noget om nogen fliser. Ifolge oraklet skulle der
altsa veere to slags - korte og lange. Han formodede

at fliserne 1a nogenlunde saledes:

I
mod _l_ J l I
Ezgton T T T 1 1

|

- og at man skal starte ved alleens begyndelse med
at leegge monter. Hvis denne formodning er rigtig,
skal han blot foretage to udmalinger nar han kom-
mer ud til Den gyldne Allé, sa han behgver kun at

medbringe en lige pind og en kniv.
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Kapitel 3

Da Hippias kom hjem, kunne det ikke ga hurtigt
nok med at komme ud til Den gyldne Allé. Han tog
sin fiskestang med, sa han kunne sige at han skulle
ud at fiske, hvis nogen sa ham. Hans formodning
var korrekt, men fliserne var langt sterre end han
havde forestillet sig - enorme - han matte leegge fis-
kestangen to gange. Han afsatte meerker uden at
nogen bemerkede det og skyndte sig hjem. Han
tegnede et kort over den nedvendige del af flise-

alleen og det sa saledes ud:

tl2]3]a|s]|se]|7]8]s]0]i]i2]13]

1 |2 | s [a]s[e]7Ts

Og nu kom det vanskelige arbejde. For det forste:
hvilken storrelse skal de to bunker have forend de

passer med Pythias beskrivelse?

Hippias begyndte helt fra begyndelsen, og han
fandt ud af at det er nemmest hvis man nummererer
tilfeeldene ud fra hvor mange meonter der ligger pa

de lange fliser.
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Hvis der ligger 1 mont pa de lange fliser, kan kun

denne situation komme pa tale:

Der skal altsa veere 1 ment i den lille bunke og 2

O

monter i den store bunke.

Hvis der ligger 2 monter pa de lange fliser, kan kun

denne situation komme pa tale:

Der skal altsa veere 3 monter i den lille bunke og 5

monter i den store bunke.

Hyvis der ligger 3 monter pa de lange fliser, kan kun

denne situation komme pa tale:
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Der skal altsa veere 4 monter i den lille bunke og 7

monter i den store bunke.

Da han havde gjort dette en halv snes gange, sa han
at der er et system i tallene, saledes at man i virke-
ligheden slet ikke behgver Den gyldne All¢, og han

naede frem til denne raekke af talpar:

& 10
g 13
9 15

LT = K I - T [T S L I L

o e e e e e e
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Laeg meerke til at et talpars nummer netop er for-

skellen mellem tallene. Hippias geettede at stillingen
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skal veere et sadant talpar efter at han har borttaget

monter.

Sporgsmalet var derneest: kan man altid opna en sa-
dan stilling? Det nemmeste var nok at forsege sig
frem. Det viste sig, at uanset hvordan stillingen star,
sa kan man altid ved blot ét treek na frem til en stil-
ling som optraeder i denne raekke af talpar - hvis

stillingen ikke er der i forvejen.

Strategien var nu helt klar: Nar spillet er skredet sa
langt frem at han hurtigt kan teelle guldmenterne,
skal han fere stillingen ind i denne reekke og serge
for at holde den dér. Og det vil hans modspiller ikke
kunne forhindre, thi hver gang modspilleren traek-
ker, bliver stillingen rykket ud af reekken. Han selv
vil da bevaege sig leengere og leengere op ad i raek-
ken og til sidst efterlade stillingen (1 2) - og sa er det

klart at han har vundet.

Hippias leerte reekken af talpar udenad og breendte
derefter alle papirerne. Nu kunne han begynde en

forrygende karriere som storspiller.
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Kapitel 4

Hippias startede med at udfordre sine brodre og
derefter gik turen til enhver som han kunne fa lok-
ket til at spille. Og hver gang vandt han - det var
forudbestemt. Kun én der selv kender talraeekken
kan vinde over ham, og da kun hvis denne bringer
talreekken i anvendelse forend ham selv - dette kun-

ne han pa forhand udelukke.

Han blev hurtigere og hurtigere til at foretage sine
treek. Der blev spillet med guldmenter og indsatser-
ne blev storre og storre. Han slog snart alle de be-
remte storspillere og hans navn kom pa alles leeber.
Hans foreeldre var stolte af ham og hans indtjening

var svimlende.

I lobet af blot én uge var Hippias blevet spiller num-
mer ét. Kun de allerstorste professionelle spillere
vovede at keempe mod ham, og da kun efter at han
havde lokket med en gigantisk overindsats. Men en
sadan karriere matte naturligvis fa en ende: han vil-
le udelukke sig selv fra spillet og mange ville have

en stor interesse i at f ham skaffet af vejen.
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Det gik nu ikke sa galt endda. Advarsler fra familie
og sleegt og venners side havde ikke sa hurtig virkn-
ing som det var onsket. Sa han kom til at opleve
ubehagelige episoder, som han i sin lykkerus igno-
rerede, men som gnavede sig vej til hans sjeels aller-

inderste.

Kapitel 5

- Og en nat banede disse ophobede fortraeedeligheder
sig vej frem til hans bevidsthed. Han havde en gru-
som drem: En bande bestdende blandt andre af en
af de storspillere som i de foregdende dage havde
sendt ham de mest ondskabsfulde blikke, havde fort
ham ud til kanten af en dyb og neesten lodret klippe-
afgrund. Pa dette sted lod de ham forstd, at de var
sikre pa at han kendte spillets hemmelighed og at
han nu skulle videregive sin viden til dem. Gjorde
han det, ville han uskadt blive bragt tilbage, men
negtede han, ville hans unge legeme inden fa se-

kunder ligge knust ved foden af afgrunden.

Her opherte hans drom. Men hans mareridt var ikke

slut. Han var sikker pa at de ville have draebt ham
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selvom han havde givet dem sin hemmelighed. Og
dremmen havde veeret sa livagtig, at han folte at
den kunne blive til virkelighed ndr som helst. I flere
timer la han vagen og spekulerede over hvad han
skulle gore. Det var alt for usikkert at opholde sig
her i huset - hans far og breodre var netop taget pa en
lang handelsrejse og han var alene med sin mor og

sin sester og deres to tjenestepiger.

Men sa fik han pludselig en idé som kunne blive
hans redning. Han erindrede, at pythagoraeernes
kloster var staerkt bevogtet og at disse var meget in-
teresserede i talspekulationer. Maske ville de yde
ham beskyttelse hvis han videregav dem sin hem-
melighed og de opdagelser om talreekken som han

tillige havde gjort.

Der var ingen tid at spilde, han matte afsted med det
samme inden det blev lyst. Han skrev en kort be-

sked til sin mor:
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Keere Mor
Jeg har haft en skraekkelig drem, jeg tror jeg er i livsfare.
Jeg skjuler mig hos en skolekammerat.
Jeg haber at vi snart kan ses igen.

Hilsen Hippias

- og listede derefter ud af huset med sine mest nod-

vendige ejendele.

Kapitel 6

Det var endnu merkt da han stod foran den veeldige
port ind til pythagoraeernes klosteromrade. Han
matte tage sin ene sko af og banke pa porten med
den for at det kunne heres, men da blev der ogsa
straks abnet et lille glughul i porten og han blev

spurgt om sit serinde.
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Han fik den besked, at deres andelige overhoved og
store mester Pythagoras enten sov eller arbejdede i

sit bibliotek og under ingen omsteendigheder matte
forstyrres, men at han kunne fa ophold i en kloster-
celle indtil det blev dag. Han matte dog indvilge i at
blive fort dertil med bind for gjnene, thi ingen frem-
med matte se klosterets hemmeligheder. I cellen fol-

te han sig tryg og snart fik sovnen tag over ham.

Hen pa formiddagen blev han vaekket af en lille pi-
ge som medbragte en bakke med morgenmad, og
hun sagde, at der om en time vil blive atholdt et mo-

de hvor Pythagoras og alle hans disciple vil veere
der.

Magadet blev afholdt i en beskedent udstyret sal. Han
blev fort dertil med bind for gjnene. Der var fyldt
med disciple, og det var tydeligt at en del inventar
og veegdekoration var fjernet. Man bad Hippias seet-
te sig pa en stol lige foran en forhgjning hvor der var
en talerstol, og bag den var der en stor tavle. Alles
blikke var rettede imod ham og der var en livlig
samtale. Han bemaerkede at der var flere born tilste-

de - sddan matte det vel vaere nar her boede bade
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meend og kvinder. Men pludselig forstummede al
tale, og i pafaldende lang tid var der helt stille. Men
sa hortes der stgj bag en dor, og ind tradte Pythago-
ras flankeret af to disciple. Hippias fik alle sine for-
domme om Pythagoras bekreeftet, thi aldrig havde

han set en sa hej og statelig person.

Pythagoras betragtede leenge Hippias. Sa talte han:
"Min unge ven, man har fortalt mig om din anmod-
ning til os og om den farlige situation som din ung-
dommelige tankeleshed har bragt dig i - dit navn er
jo kendt viden om - ogsa vi har hert om dig - du
ved, forstar jeg, at vi neerer en dyb interesse for stu-
diet af tallene - vi mener at alle de mest storslaende
og guddommelige lovmaessigheder kan udtrykkes i
smukke og harmoniske talforhold - og vi mener at
dette studium er menneskesjeelens eneste vej til det
evige og himmelske liv - men guldmentspillet som
vi ser vinde mere og mere udbredelse, samt det los-
agtige og ugudelige levned som spillet forer med
sig, ser vi pa med den sterste bekymring - vi skal
dog ikke dadle dig for din deltagelse i spillet, du er

jo sa ung - de talforhold som der muligvis skjuler sig
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i dette spil vil vi dog gerne hore om, selvom vi ikke
kan forestille os at de kan veere seerligt kenne." Dis-
ciplene lo. "Forteel nu os allesammen din viden - vi
skal da garantere dig en sikkerhed pa dette sted som
du ikke vil kunne finde andre steder, og du skal fa
en god forplejning - og dette alt sammen lige sa leen-

ge som du gnsker."

Hippias berettede nu overfor den lydhere forsam-
ling om hele heendelsesforlobet. Om den idé der var
sldet ned i ham, at man kunne ga til oraklet i Delfi.
Om Apollons keempestore tempel fyldt af kostbare
ting. Om grotten som ligger langt langt nede i jor-
den. Om Pythias meerkelige opfersel og tale. Om vi-
denskabsmaeendenes utrolige viden nu til dags. Hip-
pias gengav ordret hvad der stod pa vokstavlen, og
sagde, at det havde veeret ganske nemt for ham at
na frem til spillets talreekke og finde ud af hvordan
den skal bruges. Og han fortalte om sin karrieres
svimlende bane, som han jo godt kunne se matte fa

en ende.

Pythagoraeernes interesse blev naturligvis skeerpet

da de horte at savel Den gyldne Allé som "deres"
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gud - Apollon - havde veret inddraget i sagen. Py-
thagoras bad Hippias om at ga hen til tavlen og skri-
ve en lang reekke af tallene i vinderstrategien, og da
Hippias jo kunne dem udenad, var dette hurtigt
gjort. Sa sagde Pythagoras - til disciplenes forbleffel-
se - at han gerne ville se om reekken virker. "Lad os
spille”, sagde han til Hippias, "og se hvem der vin-
der". Pythagoras tegnede et tilfeeldigt antal streger i
den side af tavlen hvor han selv stod og et tilfeeldigt
antal streger i den side af tavlen hvor Hippias stod,
og sa sagde han: "Vi springer lodtreekningen over,
du begynder." Hippias talte 6 streger i Pythagoras'
bunke og 9 streger i sin egen, sa han fjernede 2 stre-
ger fra begge bunker. Sa var der 4 streger i Pythago-
ras' bunke og 7 streger i hans egen, og dette var et
talpar i spillets reekke. Pythagoras kunne straks se at
han havde tabt, men han matte jo folge spillets reg-
ler, sa han fjernede 1 streg fra hver af bunkerne, sa
der var 3 i hans egen og 6 i Hippias'. Hippias fjerne-
de 1 streg fra sin egen bunke, sa der var 3 streger i
Pythagoras' bunke og 5 i hans egen, og sa stillingen
igen var i spillets raekke. Pythagoras fjernede igen 1

streg fra hver af bunkerne, og sa var der 2 streger i
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hans egen bunke og 4 i Hippias'. Til dette svarede
Hippias med at fjerne 3 streger fra sin egen bunke,
sa der var 2 streger i Pythagoras' bunke og 1 streg i
hans egen. Pythagoras fjernede de 2 streger i sin
bunke, og lod Hippias fjerne sin ene streg, sa der
ikke var mere at fjerne. Pythagoras trak pa skuldre-
ne til disciplenes forngjelige klukken, og han udtalte
herefter sin uforbeholdne paskennelse af Hippias'

klare teenkning og gode evne til at udtrykke sig.

Der var opstdet et steerkt rore i forsamlingen - hvor
beerer det her hen? Hippias havde fortalt at han hav-
de fundet seere lovmaessigheder i talreekken, og dem
var alle nysgerrige efter at hore om. Han gik i gang:
"Jeg har opdaget at talreekken kan dannes uden at
man gor brug af Den gyldne Allé", og han skyndte
sig at tilfgje: "I har jo sikkert ogsa udteenkt Den
gyldne Allé ud fra evigtgyldige love." Stemningen i
salen fortalte ham at han havde ret. Han fortsatte:
"Forste talpar fas ved at skrive et 1-tal og leegge 1 til
1-tallet, det er altsa (1 2), andet talpar fas ved at
skrive det mindste tal der ikke er medtaget indtil

nu, altsa 3, og laegge 2 til 3-tallet, det er (3 5), tredie
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talpar fas ved at skrive det mindste tal der ikke er
medtaget indtil nu, altsa 4, og leegge 3 til 4-tallet, det
er (4 7) - sdledes kan man fortseette, og disse to reek-
ker af talpar dannede pa helt forskellig made, er
praecis ens - og leeg meerke til at hvert af tallene 1, 2,
3, 4 og sa videre optraeder preecis én gang i reekken
af talpar - nogle tal optraeder som forste tal i et tal-
par og andre tal optraeder som andet tal i et talpar."
Der var en stadig voksende interesse blandt discip-
lene. Hippias fortsatte: "Jeg har ogsa fundet ud af at
man kan danne talpar i spillets reekke uden at be-
gynde helt fra begyndelsen - jeg har opdaget, at nar
man har dannet noget af reekken, sa kan man forud-
se talpar leengere ude i reekken - hvis man har et tal-
par i spillets reekke - for eksempel (9 15) - her er det
sidste tal 15 - sa kan man uden videre danne talpar
nummer 15: det forste tal er summen af tallene i (9
15), altsa 24, og da det jo altid geelder at det andet
tal er det forste tal plus talparrets nummer, sa er det
andet tal 24 + 15 =39 - (24 39) er altsa et talpar leen-
gere ude i spillets raekke - og dette kan man jo fort-
seette med: ud fra (24 39) kan man danne et nyt tal-

par endnu leengere ude, nemlig nummer 39 - det
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forste tal er 24 + 39 = 63 og det andet tal er 63 + 39 =
102 - vi startede med talparret (9 15), og vi dannede
det talpar hvis nummer er det andet tal 15, men vi
kan ogsa uden videre danne det talpar hvis nummer
er det forste tal, altsa 9 - det forste tal far vi ved at
treekke én fra det andet tal - altsd 15 - 1 =14 - og det
andet tal far vi ved at leegge nummeret 9 til dette tal
-14+9=23- (14 23) er altsa et talpar i spillets reek-
ke - men det interessante er, at hvis vi sammenligner
de to talpar vi har dannet ud fra (9, 15) - altsa (24
39) og (14 23) - sa ser vi, at det forste tal i det forste
er én storre end det andet tal i det andet, og at det
andet tal i det forste er to sterre end summen af tal-
lene i det andet - 24 er jo..." Hippias fik ikke talt feer-
dig, for stemningen i salen var nu neermest eksta-
tisk: "Han er jo et geni!" Da der var ro, fortsatte Hip-
pias: "Man kan, som jeg lige har vist, danne spillets
reekke uden at gore brug af Den gyldne Allé, men
jeg var jo kommet til spillets reekke ved at gore brug
af Den gyldne Allé, og det ma betyde, at man kan
danne Den gyldne Allé ved hjeelp af spillets raekke -
man kan aflaese hvor mange korte fliser der skal

bruges nar man har et givet antal lange fliser - thi
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hvis der for eksempel er 10 lange fliser, da vil det
forste tal i det 10-ende talpar, altsa 16, angive hvor
mange korte fliser der skal bruges". Der var opstaet
en udefinerbar stemning blandt disciplene, nogle
syntes udelt begejstrede, men andre viste tegn pa
forfeerdelse (det var dog forst senere at dette rigtigt
gik op for Hippias). Hippias tilfgjede: "Raekkerne af
korte og lange fliser vil naturligvis aldrig kunne na
helt preecis lige langt." "Ikke lige langt", spurgte Py-
thagoras forundret. Der var en sadan talen i salen, at
det vist kun var fa af disciplene som herte Hippias'

tilfgjelse.

"Min unge ven", sagde Pythagoras, "du imponerer
os med dine gode kundskaber og din skarpsindig-
hed, men du er jo sa ung og du kan endnu ikke vide
alt - men ser du, ethvert voksent og leerd menneske
vil vide, at de to reekker fliser altid vil kunne na
preecis lige langt, nar blot man tager det rette antal
fliser - og dette vil geelde uanset om der er tale om
fliser eller andre leengdestykker eller om der er tale
om to geometriske liniestykker - thi vi vil altid kun-

ne finde et lille liniestykke sdledes at det gar et helt
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antal gange op i begge liniestykker - vi kan tage et
lillebitte liniestykke og sa gere det mindre og min-
dre, og justere det i forhold til de to liniestykker, lige
indtil det passer - hvis sa det korte liniestykke er det
lillebitte liniestykke taget 144 gange og det lange li-
niestykke er det lillebitte liniestykke taget 233 gan-
ge, sa vil det jo geelde, at hvis vi tager det korte li-
niestykke 233 gange og det lange liniestykke 144
gange, sa vil vi veere ndet preecis lige langt." Dis-
ciplene lo forngjeligt over deres mesters udferlige
redegorelse, men drengen havde fortjent et or-

dentligt svar.

Hippias var ildred i hovedet og han spurgte helt for-
virret: "Jamen hvorndr vil flisereekkerne da mades -
jeg mener, hvor mange korte og lange fliser skal der
til forend de to fliseraekker er preecis lige lange?"
Der blev en pludselig stilhed i forsamlingen, da sag-
de Pythagoras: "Min unge ven, leengderne af fliserne
i Den gyldne Allé er afstemt efter leengderne af dia-
gonalen og siden i den reguleere femkant, og denne
figur er den mest guddommelige af alle figurer -

derfor kaldes dette storrelsesforhold for 'det gyldne
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forhold', og det er det mest guddommelige af alle
forhold - men for dette forhold ma det spergsmal du
stiller, besvares pa en seerlig made som kraever en
seerlig viden - jeg vil forsgge at delagtiggore dig i
denne viden, siden du er sa interesseret og laerenem,
men jeg ma have lidt tid til at teenke over hvordan
jeg skal udtrykke det pa den mest forstaelige made -
mine keere disciple, vi sender nu drengen her tilbage
til sin celle og straks efter vort aftensmaltid medes
viidenne sal - sa vil jeg have udteenkt den helt rigti-
ge made at besvare det spergsmal pa, som vi er ble-
vet stillet - og jeg vil have teenkt over vilkarene for
vor unge vens fortsatte ophold hos 0s." Nogle af dis-
ciplene virkede desorienterede, og de to disciple
som Pythagoras kom ind sammen med, sendte hi-
nanden blikke som gav Hippias en folelse af at Py-

thagoras havde sagt noget som ikke skulle siges.

Kapitel 7

I lobet af dagen kom flere af disciplene ind til ham i
cellen. De matte ikke tale om deres ordens hemme-

ligheder, men de lyttede interesserede til hans be-
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retning om sine oplevelser pa de mange rejser til
fijerne lande, og han matte ud med alle detaljer om
Delfi og templet og oraklet. Han havde i hemmelig-
hed gdet og ovet sig pa at fa Pythias fortrukne ansigt
og dyriske lyde frem, og her gjorde hans kunststyk-

ke stor lykke - kvinderne gyste og maende-ne grinte.

Efter at han havde faet sin aftensmad fik han besked

om at det aftalte mode er udsat indtil videre.

Omkring midnat, da han forleengst var faldet i sevn,
blev han veekket. Hans hjerte stod neesten stille da
han sa at det var selveste Pythagoras som stod bgjet
over ham. Det var tydeligt at Pythagoras forseggte at
skjule at han var staerkt oprevet. Han gik lige til sa-

gen: "Min unge ven - du neevnte at det er klart at de
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to fliseraekker aldrig vil kunne medes - hvordan er
det klart?" "Oh - joh altsd", sagde Hippias fortumlet,
"antag at der for eksempel skal 34 korte fliser til at
give 21 lange fliser helt preecist - da vil det jo veere
sadan, at nar man gar 21 trin frem i raekken af tal-
par, sa skal det forste tal i et talpar foreges med 34."
At dette er rigtigt kunne den skarpsindige Pythago-
ras straks se. "Det forste tal i det talpar som star pa
plads nummer 34 + 21 = 55, vil da veere lig med det
andet tal i det talpar som star pa plads nummer 34 -
og sa har vi fundet et tal som forekommer to gange i
reekken, men det strider jo imod den made som jeg
har vist at reekken kan dannes pa uden at man gor

brug af Den gyldne Allé."

Dette argument kunne Pythagoras ikke afvise - han

forlod cellen uden et ord.

Kapitel 8

Hippias sov ikke mere den nat. Han vidste at pytha-
goraeerne knytter tal til alle de mest kendte og vig-

tigste ting i livet, og talforhold til feenomener som er
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forbundne - saledes toner som klinger sammen. Nar
de forbundne ting er forbundet pa en smuk made,
skal deres talforhold veere smukke. Og nu forstod
han, at den reguleere femkant er den smukkeste af
alle geometriske figurer. Han selv kendte udmeerket
den reguleere femkant, han havde tit forsogt at tegne
den sa den var sa korrekt som muligt, og han var
nysgerrig efter at vide, hvordan man kan tegne den
uden at skulle sidde og eksperimentere. Diagonalen
og siden i den reguleere femkant er neert forbundne
storrelser, sa derfor ma de - pd samme made som
smukt samklingende toner - have et smukt talfor-
hold. Hvad kan det veere for tal? Pythagoras sagde,
at fliserne i Den gyldne Allé er "afstemt" efter diago-
nalen og siden i den reguleere femkant. De to raekker
af fliser skal altsa veere forbundet pa en smuk made,
og det ma da veere noget med at de pa et tidspunkt
nar praecis lige langt, og at antallet af korte og lange
fliser da vil veere smukt forbundne tal. Men nu kom-
mer han og forteeller dem, at de to fliseraekker aldrig

vil na preecis lige langt.
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Hippias anede ikke sit levende rad. Ville ogsa de nu
betragte ham som veerende besat af en deemon? Vil-
le de dreebe ham? Ingen vidste at han var her. De
ville i hvert fald aldrig kunne lukke ham ud. Hvis
folk udenfor fik noget at vide om dette, ville al den
respekt som man trods alt neerede for pythagoraeer-

ne blive forvandlet til han og latter.

Han var nu mere skraekslagen end han havde veeret
den foregaende nat. Nu var han for alvor i livsfare.
Han gik fortvivlet op og ned ad gulvet i cellen og
hans lille hjerne arbejdede som en rasende. Men nej
- han kom ingen vegne. Ville guderne mon ikke
hjeelpe ham i denne nod? Den mest neerliggende

mulighed var visdommens gudinde Athene.
Han bad:

Pallas Athene

- du smukkeste af alle gudinder

- du viseste af alle guder

- du som kender alle universets hemmeligheder
- du som utallige gange frelste den dumdristige
Odysseus

- hjeelp mig
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- vis at du elsker den sandfeerdige kundskab.

Straks efter hans bon tradte en skikkelse frem foran
ham - forst taget og sa mere og mere klar - en kvin-
de som naede helt op til loftet - hun havde lanse og

skjold, men ingen hjelm. Athene talte:

Hippias

- nar mennesker leenge har haft en fejlagtig tro, sa vil de
seette sig imod at den forandres, og de vil tit bega uret
imod den som viser dem fejlen

- men ndr de er blevet fort til sandheden og har set dens
klarhed og harmoni, da vil de takke den som viste dem
vejen

- lad os holde dem lidt hen med snak

- sig til dem: "Jeg har vist jer to reekker af talpar - én
dannet geometrisk og én dannet aritmetisk - de er ende-
lose og ens til at begynde med, men de kan jo blive for-

skellige nar man gar langt ud i dem."

Herefter forsvandt Athene. Hippias folte en uende-
lig lettelse, Athene havde jo ret: hans bevis er ugyl-
digt.

Han tilkaldte straks den vagthavende discipel. Til

ham sagde han: "Jeg havde en seelsom drem - jeg
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har vist jer to mader at danne reekken af talpar pa -
én ved brug af Den gyldne Allé og én uden brug af
Den gyldne Allé - talraekkerne er tilsyneladende ens,
men jeg dromte at de blev forskellige hvis man gar
tilstraekkelig langt ud i dem - jeg har jo heller ikke
bevist at de er ens - maske kan jeres mester hjeelpe
med at besvare dette spergsmal.” Disciplen videre-
bragte straks denne oplysning til Pythagoras som

gik rundt og rundt i klostergardens sgjlegang.

Efter denne brist i hans bevis for at der findes stor-
relsesforhold som ikke kan udtrykkes i talforhold,
var det dilemma han havde sat pythagoraeerne i
blevet noget reduceret. Hvis forholdet mellem dia-
gonalen og siden i den reguleere femkant kan ud-
trykkes smukt i tal, sa vil de kunne finde disse tal.
Hyvis ikke, sa vil deres undersggelser fore dem til
selv at indse en mangel i deres leere. Men uanset ud-
faldet af dette, var pythagoraeerne bragt i en farlig
situation - hvis arsag nok allerede er klar for laese-

ren.
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Kapitel 9

Det lykkedes Hippias at fa sovet lidt om formidda-
gen. Ved middagstid blev han veekket af den lille pi-
ge med morgenmaden, og hun var ledsaget af en
mandlig discipel som tydeligvis var hendes far. Han
meddelte Hippias, at Pythagoras vil overveje vil-
karene for hans ophold i klosteret i labet af dagen

og at han vil fa besked straks nar afgerelsen fore-

ligger.

Forst sent pa aftenen modtog han besked af discip-
len. Denne fortalte ham, at man folte et stort ansvar
for hans liv og at man derfor ikke kunne lade ham
forlade klosteret forelebig. Man foreslog ham, at han
- trods sin unge alder - blev discipel af Pythagoras
ganske pa lige fod med de andre disciple. Han ville
da blive indviet i alle deres hemmeligheder og han
ville f& en god undervisning. Man havde sendt bud
til hans hjem om hvor han befandt sig, og man hav-
de truffet hans mor, og overfor hende havde man
papeget den fare han ville veere i i sit hjem - hans

familie kan besoge ham nar som helst de ensker det.
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Hippias var begejstret for deres beslutning. Her var
han i sikkerhed, her kunne han dyrke sin store in-
teresse for tal, og skulle han engang enske at kom-

me bort herfra, sa kunne han nok bare flygte.

I den folgende tid blev Hippias indviet i pythagoraee-
ernes liv og vist rundt i hele klosteromradet. Det var
et storsldet og fremmedartet syn der madte ham.
Foruden de meget simple celler hvor disciplene sov,
var der et utal af veerelser og sale hvor man neesten
intet sa af det man normalt ser i rum hvor mennes-
ker feerdes, men til gengeeld de mest besynderlige
instrumenter og opstillinger. Man eksperimenterede
med musikinstrumenter og mekaniske indretninger,
man udforskede stjernehimmelen og man foretog
udmalinger af alt lige fra bjergkrystaller og edder-
koppespind til sneglehuse og menneskeskeletter. Og
der var nogne sale hvor der pa vaeggene var opteg-
net seere geometriske figurer eller indmuret sten
som dannede seerlige monstre. I disse sale sad py-
thagoraeerne hver dag i lang tid og betragtede figu-

rerne.
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Mest imponerende var den store pentagonsal. Den-

ne var et keempemaeessigt femkantet rum hvor der i
loftet, som var helt plant, var aftegnet et sindrigt
system af pentagrammer - forst et stort der ndede
helt ud til yderveeggene - inde i dette et mindre, og
inde i dette et mindre og sa videre - det var umuligt
at teelle hvor mange, for tilsyneladende endte de
aldrig. Preecis i midten af hver af veeggene var der et
stort cirkelformet vindue. I denne sal skulle disciple-
ne hver dag - i tidsrummet fra et kvarter for middag
til et kvarter efter middag - ligge pa gulvet og be-
tragte det indviklede system af pentagrammer - de

skulle forundres over dets guddommelige harmoni.
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Livet i klosteret var lagt ngje tilrette. Der var et utal

af ritualer som skulle felges og alt foregik pa preeci-
se tidspunkter. Undervisningen som Hippias fik var
kreevende, men den var alsidig og den interesserede

ham.

Kapitel 10

Inden Hippias forste gang skulle meditere i penta-

gonsalen, fortalte man ham, at de korte og lange
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fliser i Den gyldne Allé er preecis lige sa lange som

siden og diagonalen i det tredie pentagram.

Da han nu 14 dér, og oplevede den guddommelige
verdens ufattelige storhed, fik han en folelse af at
han havde ret da han havde havdet, at uanset hvor
mange korte og lange fliser man leegger i to raekker,
da vil disse to reekker aldrig nogensinde na praecis
lige langt. Denne folelse fik han fordi felgen af pen-
tagrammer aldrig syntes at ende. Han kunne dog
ikke helt gennemskue sammenhaengen mellem de to
feenomener. Men sa begyndte en guddommelig in-
spiration at indfinde sig. Han folte sig nu helt sikker
p4, at da han havde sagt det med at de to fliseraek-
ker aldrig medes, da var Pythagoras' forundring
forstilt, og hans "bevis" for at de modes, var en be-
vidst logn. Og bagefter sagde Pythagoras jo, at
sporgsmalet om hvornar fliserne i Den gyldne Allé
modes, kraever et seerligt svar, og det kan da kun be-
tyde at fliseraekkerne aldrig medes. Og siden Pytha-
goras ikke kommer med det seerlige svar, sa ma det
veere fordi han ikke har det. Sandheden ma altsa

veere, at Pythagoras udmeerket ved at forholdet
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mellem diagonalen og siden i pentagrammet kun
kan tilneermes med tal. Og nar han holder proble-
met skjult for disciplene, ma det veere fordi at det
tilsyneladende strider imod deres leere. Forholdet
mellem diagonalen og siden i pentagrammet, er det
smukkeste af alle forhold, men har man en endelos
reekke af broker som neermer sig mere og mere til
dette forhold, sa ma teeller og naevner i brokerne
blive storre og storre, og en sddan raekke af breker
kan da ikke veere smuk. Desuden er der vel flere
forskellige reekker af broker som neermer sig til det
gyldne forhold. Og de kan vel neerme sig pa en mere
eller mindre smuk made, og reekken af broker kan
vel ogsa veere dannet pa en mere eller mindre smuk
made. Det ma folge af den guddommelige harmoni
der hersker i universet, at der for det gyldne forhold
findes en raekke af broker som bade dannes og neer-
mer sig pa den smukkest teenkelige made. Pythago-
ras ved altsa at denne smukke reekke findes, men
han har endnu ikke fundet den, og nu, efter at sagen
er kommet frem for alle disciplene, soger han des-
perat. - Og dette iseer efter at det er kommet frem, at

den raekke af broker som man kan danne ved hjeelp
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af spillets raekke, er blandt de reekker som nermer
sig til det gyldne forhold. Spillets raekke er en kata-
strofe for Pythagoras. Den har at gore med Den
gyldne Allé og den beviser at fliseraekkerne aldrig vil
na preecis lige langt. Det var det der var grunden til
at Pythagoras var sa oproert. Han har sikkert leenge
teenkt over det gyldne forhold, og han har garante-
ret fundet flere raekker af breker som neermer sig til
det gyldne forhold, men han er ikke tilfreds med
dem: maden de dannes pa kan ikke kaldes smuk.
Og nu har der vist sig en ny made - spillets reekke -
og den aritmetiske made den kan dannes pa, ma da
siges at veere ret enkelt, men Pythagoras er nedt til
at forkaste den. Nu keemper han for at finde en reek-
ke som er helt anderledes, og som helt klart er gud-
dommelig, og indtil han har fundet den, ma han
overfor disciplene lade som om at der ikke er noget

problem - det er nok saledes det forholder sig.

Hippias begyndte nu at sgge efter en reekke af bro-
ker som neermer sig til det gyldne forhold og som er
dannet pa en meget smuk made. Men da opgaven er

meget vanskelig, gik han forst til veerks pa en made
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som Pythagoras nok har gjort til at begynde med.
Ved et simpelt geometrisk reesonne-ment kunne
Hippias se, at i den reguleere femkant er kvadratet
pa diagonalen lig med kvadratet pa siden plus rek-
tanglet dannet af diagonalen og siden (se lagttagel-
se 7). Og dette er en andengrads-ligning. Hippias
havde af disciplene leert at lose enhver sadan lig-
ning, og han kom frem til, at hvis siden er én enhed,
sa far man diagonalen ved at danne den retvinklede
trekant med kateterne 1 og 2 enheder, og derefter
forleenge hypotenusen med én enhed og halvere
dette liniestykke. Det gaelder om at finde en endelos
reekke af broker som vil neerme sig ubegraenset til
forholdet mellem dette liniestykke og enheden. Ifol-
ge Pythagoras' seetning er kvadratet pa hypotenusen
i den retvinklede trekant 5 enhedskvadrater. Han
skal altsa ferst finde en brok som ganget med sig
selv er neer 5, og til denne skal han addere 1 og di-
videre resultatet med 2. Hvordan finder man en
brek som ganget med sig selv er sa neer ved 5 som
muligt? Jo, hvis breken R er en tilneermelse, sa vil
breken 5/R ogsa veere en tilneermelse, den er maske

ikke bedre, men hvis man tager middelveerdien af
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de to tilneermelser, sa vil denne brek nok vare en
bedre tilneermelse. Hippias lod den forste tilnaermel-
se (til \5) veere 2, og udferte proceduren to gange, sa
far man broken 161/72. Til denne skal man leegge 1
og dividere med 2, sa far man breoken 233/144. Det
forekom ham at Pythagoras havde omtalt tallene
233 og 144. Med passer og lineal konstruerede Hip-
pias en stor femkant hvor siden var 14 + 2/5 enhe-
der, og diagonalen var virkelig 23 + 3/10 enheder.
Det er altsa dette Pythagoras har gjort. Metoden er
muligvis effektiv, men den kan ikke kaldes smuk:
man skal gere for mange og forskelligartede ting.
Der ma findes en metode til at danne en endelos
reekke af tal som kan bruges til at danne talforhold
som vil neerme sig ubegraenset til forholdet mellem
diagonalen og siden i pentagrammet, og som er sa

enkel at det er helt utroligt.

Pythagoras og hans to neermeststadende disciple gik i
den folgende tid pafaldende mange timer om dagen
- og tit ogsa om natten - i dybe tanker rundt og

rundt i sgjlegangen om klosterets gard. Nar de mod-

tes havde de af og til korte tankeudvekslinger.
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Da dette havde stdet pa i en uges tid, sa Hippias dog
en bedring i deres humer. Og et par dage senere var
det klart for alle, at de havde gjort en stor opdagelse.
Der gik dog endnu et par dage med dyb spekula-

tion.

Kapitel 11

Men sa indkaldte Pythagoras alle sine disciple til et

meget vigtigt mede i pentagonsalen.

"Bredre og sestre", sagde han, "mine keere og trofas-
te disciple - det er menneskets storste lykke at gore
nye opdagelser, og en indsigt i den orden og harmo-
ni som hersker i universet er en forudseaetning for at
sjeelen kan komme i bergring med det guddomme-
lige kosmos - intet sted i verden er der blevet gjort
sa mange nye opdagelser som her hos os - men vi
har ikke blot gjort nye opdagelser, vi har ogsa for-
kastet gamle og fejlagtige opfattelser og erstattet
dem med nye og sande - dette har nogle gange haft
til folge, at vi har mattet foretage korrektioner i vo-

res leere, men nar disse var foretaget, har resultatet
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altid veeret en leere af endnu sterre skenhed og fuld-

kommenhed.

Jeg har netop gjort en opdagelse af allerstorste be-
tydning - og jeg har droftet sagen med Herminos og
Hellanicos - det er en ting som jeg har kendt til i en
leengere tid, og jeg har ikke veeret helt ene om mit
kendskab - men da sagen er steerkt kontroversiel,
har jeg ment at den matte forties selv overfor jer,
mine disciple - der er tale om et sagforhold som for
eller siden vil blive kendt i hele den laerde verden,
og herved vil en bredere del af befolkningen fa
kendskab til det, og dette vil medfere at der er fare
for at sagen vil blive misforstaet - vi ma derfor om-
hyggeligt veelge vores ord - ikke mindst i denne
sveere tid - men denne sendraegtighed har - har jeg
nu mattet se i gjnene - fremkaldt gudernes irritation
- ja mine disciple, guderne har spillet mig et puds."
Der var uro og mumlen i salen, og efter at have be-
tragtet sine disciple i en god tid, gik Pythagoras hen

til tavlen og skrev denne talraekke

112358 13 21 34
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Hippias genkendte den straks: den havde han selv
taet frem! Han vidste - og han havde fortalt pytha-
goraeerne det ved det forste mode - at hvis (a b) er
et talpar i spillets reekke, daer (a+b (a+b)+Db)
ogsa et talpar i spillets reekke, og dette kan man
fortseette med sa man far en endeleos reekke af talpar.
Og nar man begynder med det allerforste talpar (1
2), sa far man netop de tal som Pythagoras har skre-
vet op. Hippias kunne straks fornemme hvor det bar
hen. ZArgerligt at han ikke havde brugt mere tid pa
den talreekke! Sa var han kommet Pythagoras i for-
kobet - eller det var maske godt at han ikke havde
gjort det?

I salen kom der flere og flere udbrud af overraskel-
se, og der gik ikke mange sekunder forend alle i
denne talkyndige forsamling havde indset hvordan
reekken er dannet. Pythagoras talte: "Mine kaere
bredre og sestre: igennem vor nye unge discipel,
som jeg med stor glaede herer trives her iblandt os,
har guderne skeaenket os denne talraekke som er den
mest guddommelige af alle talreekker og som i aller-

hgjeste grad vil komme til at berige vor leere."
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Hippias var helt svimmel. "[gennem dette unge
menneske har guderne bragt os til klarhed over et
sporgsmal som matte besvares inden jeg kunne rebe
den omsteendighed som jeg leenge har kendt til -
hvad er det for en omsteendighed og hvad skal vi
bruge denne talreekke til, teenker I - det skal I fa at
vide - tag to pa hinanden folgende tal i talraekken -
for eksempel 8 og 13 - sa vil det geelde, at en side og
en diagonal i et af de pentagrammer som I ser i lof-
tet, neesten vil forholde sig til hinanden som 8 til 13 -
tag to pa hinanden folgende tal leengere ud i talraek-
ken - for eksempel 21 og 34 - da vil forholdet mellem
disse to tal veere endnu neermere ved forholdet mel-

nmn

lem siden og diagonalen i pentagrammet." "Neesten"

og "nermere" blev der mumlet rundt omkring.

"Ja mine disciple, vor unge ven stillede os et sporgs-
mal, og nu har I faet svaret pa det - jeg har for leenge
siden stillet mig selv det samme sporgsmal, men
forst nu er jeg kommet til kundskab om den helt
rigtige made at forme svaret pa." Der var en besyn-

derlig stemning i salen, fra flere steder horte man
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ordet "guldmentspillet" og ord som "skandale" og

"profanation".

"Nej mine disciple, disse tal har intet med guld-
mentspillet at gore - guderne har som sagt spillet os
et puds, men det ma vi tage som en leerestreg - det
er ganske rigtigt igennem talforholdene i vinder-
strategien for guldmentspillet at jeg er kommet til
klarhed over det som jeg matte komme til klarhed
over - talforholdene i vinderstrategien for guld-
mentspillet er fordeervede, ja, men lad os nu se helt
negternt pa tingene - det vanhellige ved spillets
reekke af talpar er ikke de enkelte talpar, det vanhel-
lige er helheden - eller sagt med andre ord: det van-
hellige er noget som finder sted i takt med at man
konstruerer raeekken - er der maske noget van-helligt
ved det forste talpar (1 2)? - eller ved de to forste (1
2) og (3 5)? - nej, der er ikke noget vanhelligt ved
noget talpar i denne raekke - det vanhellige kommer
nar man danner reekken med henblik pa at bruge
den til at vinde i spillet - det blev meget hurtigt klart
for mig, at tallene i vinderstrategien for guldment-

spillet har en egenskab som ogsa vores smukke
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talreekke har, men det kompromitterer pa ingen
made vores smukke talraekke - egenskaben fik mig
til at foretage en naermere undersogelse af spil-lets
reekke - vor unge ven havde fortalt os, at nar man
har et talpar i spillets reekke, sa kan man ud fra dette
danne en endelos raekke af talpar - og talforholdene
i enhver sadan reekke kan bruges til at danne ube-
greensede tilneermelser til det gyldne forhold, men
der er sandelig forskel pa maden det foregar pa -
enhver af disse reekker af talpar har en ganske be-
stemt begyndelse, og jo leengere ude i spillets reekke
denne begyndelse ligger, jo mere uregelmeessig er
den made hvorpa talparrene danner tilnaermelser til
det gyldne forhold - og omvendt, jo tidligere begyn-
delsen befinder sig i spillets raekke, jo mere regel-
meessighed er der at finde i tilneermelserne - og be-
gynder vi med det allerforste talpar (1 2), er der den
storst teenkelige regelmeessighed, og den raekke man
kommer frem til, er net-op den smukke talraekke
som I kan se pa tavlen, og den har aldeles intet med
dette spil at gore - ja, mine keere disciple, det er ikke
morsomt at matte tilsta, at det er igennem guld-

mentspillets talraekke at jeg er kommet frem til den
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mest guddommelige talreekke der findes - det har
mishaget guderne at jeg leenge har fortiet en indsigt
som jeg har haft, men jeg har som sagt haft en veeg-
tig grund til det - jeg havde opdaget, at noget som
skal veere der ikke er der, og jeg matte sporge mig
selv: findes det virkelig ikke, eller findes detien
skikkelse som jeg ikke har leert at se? - jeg var sikker
pa at det matte veere det sidste som er tilfeeldet -
kort fortalt gar sagen ud pa, at der er tal som ikke er
tal - og det mest guddommelige af alle tal er blandt
disse tal - men s& ma det som treeder i stedet for det-
te ikke-tal, ogsa klart veere af guddommelig natur,
og det ma lyse og abenbare sig for den hvis sanser
ikke er slovede - det smukkeste og mest guddom-
melige talforhold er det gyldne forhold, men hvori
bestar det? - det eksisterer ikke i seedvanlig forstand!
- det eksisterer i en anden forstand, men sa er det
ikke entydigt bestemt - det eksisterer i skikkelse af
en endelos talreekke, men en sadan kan veelges pa
ubegraenset mange mader - derfor matte jeg finde
den smukkeste endelose talreekke som opfylder den
betingelse at danne ubegraensede tilneermelser til

det gyldne forhold, og denne talraekke er helt
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entydigt bestemt - vi kan ikke benaegte, at den
smukke raekke sd at sige kan "fiskes ud" af spillets
reekke, men det skal slet ikke bergre os, thi uanset
hvor grimt noget er, sa kan man jo altid finde noget
smukt hvis blot man skygger for det grimme - vor
nye indsigt er pa ingen made i strid med vor leere -
tveertimod - det gyldne forhold kan ikke udtrykkes
pa saedvanligvis ved to tal, det kan kun udtrykkes
ved en endelos reekke af tal, og vi har fundet en sddan
endelos raekke som er smukkest mulig - den varierer
hele tiden og pa en made som behager sindet, idet
brokerne man kan danne af pa hinanden felgende
tal, skiftevis er storre og mindre end det gyldne for-
hold og naermer sig jeevnt til dette - hvorimod bro-
kerne fra spillets raekke altid er storre end det gyld-
ne forhold, og neermer sig pa en springende og ufor-
udsigelig made - talraekken pa tavlen er den mest
behagelige talraeekke man kan forestille sig, men et-
hvert behag ved tallene, ved vi, forudseetter viden,
sa derfor skal vi i den kommende tid studere denne
talreekke omhyggeligt - jeg har kendskab til flere
ting, og én af dem skal I informeres om allerede nu -

der er en meget enkel regel for hvor neer en tilnaer-
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melse er ved det gyldne forhold - jeg kan illustrere
reglen ved de gyldne fliser - de gyldne fliser er af-
stemt efter det gyldne forhold, og vor unge ven
spurgte hvornar de to flisereekker mades - de modes
som sagt slet ikke, sa sporgsmalet ma i stedet blive:
hvor meget afviger de fra hinanden nar de er tattest
pa at modes? - dette kan vi direkte afleese af talraek-
ken pa tavlen - hvis vi tager to pa hinanden felgen-
de tal i reekken - for eksempel 21 og 34 - s& geelder
det, at hvis vi leegger 21 lange fliser i forleengelse af
hinanden og 34 korte fliser i forleengelse af hinan-
den, da vil afvigelsen af disse leengder veere mindre
end en 34-te del af en kort flise - og vi kan fa afvigel-
sen til at blive lige sa lille som det skal veere, vi skal
blot tage to pa hinanden folgende tal meget langt
ude i reekken, og sa tage dette antal lange og korte

fliser."

Der var dyb tavshed i salen. Nogle af disciplene
vidste ikke hvad de skulle tro. Er manden blevet
gal? Hvad er det for noget med tal og ikke-tal og
eksisterer og ikke eksisterer? Og stod han ikke den

dag lige foran os allesammen og spillede dette
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syndige spil sammen med denne knaegt? Og nu star
han og siger lige ud af posen, at han takket veere
knaegten og hans forbandede spil er blevet ledt frem
til sit livs storste opdagelse. Har denne dreng for-
drejet hovedet pa ham? Hvordan kan han tage ordet
"guldmentspillet” i sin mund? Og hvad skal det til
med at han ikke ved hvornar fliserne i Den gyldne
Allé medes? Det ved han da udmeerket: de medes
lige foran hans der - og de modes lige sa regelret
som de begyndte. Der er 18 lange og 29 korte fliser.
Og dette giver at en lang flise er 1/2 + 1/9 leengere
end en kort - det havde han ikke sagt noget om,
hvorfor ikke? - men én af os havde faet det oplyst af
stenhuggeren. Nu star han og siger noget andet.
Men sa ma han da tage konsekvensen og fa Den
gyldne Allé lavet om, for han kan ikke udseette os
for at skulle udseettes for en usandhed hver gang vi
traeder over teersklen til vort kloster. Antallet af
lange og korte fliser skal optreede i den raekke han
taler om, og det gor tallene 18 og 29 jo langtfra - ja
det sku' ikke undre én at de optraeder i spillets raek-

ke! Sa er han da rent pa spanden. Og hvordan vil

60



han fa eendret Den gyldne Allé uden at hele egnen

taler om det?

Pythagoras fortsatte: "Vor nye erkendelse gar gene-
relt ud pa, at der gives eksempler pa to geometriske
liniestykker saledes at intet liniestykke kan veere
indeholdt et helt antal gange i dem begge - hvis vi
altsa udregner leengden af det ene liniestykke i for-
hold til det andet ved antanairesis ["vekselvis bort-
tagning", se Appendiks 1], da kan det haende at vi
aldrig nogensinde vil blive feerdige - proceduren
kan fortseettes i det evige - i tilfaeldet diagonalen og
siden i den reguleere femkant er de tal vi far nar vi
anvender antanairesis hele tiden 1, og det er fordi at
dette forhold er det mest guddommelige af alle stor-
relsesforhold - men jeg har indtil nu ikke vidst hvad
det manglende tal skal erstattes med - hvad vi skal i
gang med nu, er at finde de storrelsesforhold som
giver de neestsimpleste tal nar man anvender anta-
nairesis - og vi skal finde hvilke smukkest teenkelige
endelose talreekker de svarer til - jeg haber at vor
unge discipel vil deltage aktivt i dette arbejde." Hip-
pias nikkede ivrigt. "Vi kan ikke forvente at det
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uoplyste folk uden for disse mure vil kunne fatte
vor nye indsigt - der er grund til at frygte at denne
forkastelse af en vedtaget leere vil forsteerke den hetz
der har veeret fort imod os fra mange sider - man vil
mene at den strider imod vor leere om at 'Alt er Tal' -
jeg ma derfor indtil videre pa det strengeste forbyde
mine disciple enhver omtale af vor nye erkendelse
til noget menneske udenfor denne kreds - ganske
som jeg tidligere har forbudt omtale af nye indsigter
- og det ma selvfolgelig under ingen omstendigheder
komme frem, at det er tallene i guldmentspillet som
har ledt os pa sporet - jeg har klumret i det, og det
har fremkaldt gudernes vrede, sd nu ma vi seette alt
ind pa at gore det som guderne forventer af os: vi

ma studere feenomenet meget ngje."

Den nye leere var en sveer kamel at sluge for nogle af
disciplene, men: "Han har jo selv sagt det." Deres
novice Hippias, som var skyld i alt dette postyr, blev
dog ikke desto mindre accepteret i det broder- og

sosterlige feellesskab.
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Kapitel 12

Straks efter dette blev Den gyldne Allé lagt om. Nar
folk spurgte til dette arbejde, oplyste pythagoraeer-
ne, at fliserne skal skiftes ud fordi deres mester hav-
de hort tale om en granitsort som indeholder guld
og som findes pa et meget utilgeengeligt sted i Akar-
nanien. Og i den felgende tid rykkede Hippias'
plads i hierarkiet neermere og naermere mod den
store mester Pythagoras. Igennem Hippias gjorde
Pythagoras flere skelseettende opdagelser som styr-
kede pythagorzeernes folelse af at veere et af guder-

ne udvalgt folk.

Pythagoras og Hippias udregnede et utal af tal som
ikke er rigtige tal. Sdledes tallet for forholdet mellem
diagonalen og siden i et kvadrat - det "tal" som man
kunne kalde "kvadratroden af 2". Vi skriver tallet

som Hippias selv skrev det:

(B, (BB )

o betyder tallet 1, 3 betyder tallet 2, x,y betyder x +y
og X' betyder 1/x.
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Regnes tilnaermelserne ud, fas denne reekke af talpar

som svarer til spillets raekke:
01 11 23 G7) (1217) ..

Et nyt talpar fas ved at gange det sidste med 2 og
addere det foregaende til. Hundrede ar senere omta-
ler filosoffen Platon denne reekke af talpar, han kal-
der det forste tal i et talpar for "siden" og det andet
tal for "den rationale diagonal". Nar siden i et kva-
drat er 12, er den rationale diagonal 17. Platon dan-
ner dog reekken pa en anden made, idet han kan
finde et nyt talpar alene ud fra det foregaende (se
Efterskrift).

I denne notation bliver fremstillingen af det smuk-
keste af alle tal:

a,(a, (e, (a,...)")")
Her bliver tilneermelserne:
01 @11 (12 23 35 (5238 ..

- men denne seerlige reekke af talpar kan dannes ud

fra en reekke af tal:
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11235813 21 34 ..

Og Hippias og Pythagoras viste, at hvis man skeerer
tolv femkanter ud af tynde plader, sa vil de kunne

seettes sammen til et kugleformet legeme:

- og at forholdet mellem diameteren af kuglen og en
diagonal i femkanterne, er "kvadratroden af 3" som

kan skrives sadan:

al(a/(ﬁ/(a/(ﬁ/'")')')')'

For dette tal danner denne raekke af talpar tilneer-

melser:
O1) (11) (12 35 47 (1119 ..

Her far man et nyt talpar ved skiftevis at addere det

sidste og 2 gange det sidste talpar til det foregaende.

Nar man har et endelost regneudtryk af denne art -
altsa dannet ved antanairesis - far man et nyt talpar

ved at gange det sidste talpar med tallet i

65



regneudtrykket og addere det foregaende talpar til
(Appendiks 1).

Hippias' meerkeligste resultat gik ud pa at hvis man

fortseetter denne figur i det uendelige:

- da vil den ikke vokse ubegraenset i udstraekning.
Og det vil geelde, at forholdet mellem "radius" af
den uendelige figur og radius af den store femkant
er det samme som tre gange forholdet mellem siden
og diagonalen i en femkant. Derimod vil omkredsen
af figuren (bogens forside) vokse ubegraenset nar

man leegger nye "lag" pa. Udadtil vil figuren ikke
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blive meget storre end den viste, men indadtil vil
den sno sig mere og mere, og man kan let udregne
hvor mange gange leengere omkredsen bliver for
hvert nyt lag der kommer pa. Det er dog sveert at
gange sa mange tal, men Hippias skennede, at nar
der er hundrede lag, s& er omkredsen af figuren

storre end Jordens omkreds.

Hippias og Pythagoras kunne dog ikke lade veere
med at undersoge spillets reekke - et studium som
blev holdt skjult for disciplene - der var noget na-
turstridigt ved den. Det var et dumdpristigt foreta-
gende, og det endte da ogsa med at de blev grusomt
straffede. De fornemmede at der optreeder et uhyg-
geligt feenomen, og i stedet for at lade det blive ved

fornemmelsen, begyndte de at bore i det:

Enhver ved at nar man har en endelgs raekke af tal,
sa er det muligt at dele den op i flere raekker som
ogsa er endelose. For eksempel kan reekken af de
naturlige tal deles op i to dele: de lige tal og de ulige
tal - eller i tre dele: de ulige tal og de lige tal som er
delelige med 4 og de lige tal som ikke er delelige

med 4. Man kan opdele en endelos raekke af tal i lige
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sa mange dele det skal vaere som hver er endelos.
Men den tanke at man kan opdele en endelos raekke
af tal i uendeligt mange dele som hver er endelgs, er
absurd. Men spillets raekke trodser fornuftens love.
Hippias havde antydet feenomenet overfor Pythago-
ras - Pythagoras ville kigge pa sagen. Men herefter
horte man ikke fra ham i flere dage - han var syg op-
lystes det. Men sa tilkaldte han Hippias, og denne
gang lagde han ikke skjul pa at han var steerkt op-
revet. Hippias' formodning er en uigendrivelig

kendsgerning. Spillets reekke har denne egenskab:

Hippias havde vist pythagoraeerne, at man ud fra et
talpar i spillets reekke kan danne et nyt talpar, og at
dette kan fortseettes i det uendelige. Pythagoras hav-
de talt om at enhver sadan reekke har en "ganske
bestemt begyndelse”, men han kom ikke neermere
ind pa det. Det viser sig, at et sddant begyndende
talpar er karakteriseret ved at dets nummer er et
forste tal i et talpar. For eksempel er 4 det forste tal i
(4 7), og talpar nummer 4 er (6 10), og ud fra dette

kan man danne raekken:
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(6 10) (16 26) (42 68) (110 178) ...
nr. 4 nr. 10 nr. 26 nr. 68

Men hvad der pa dette tidspunkt ikke var helt klart
for Hippias og Pythagoras, er at to sadanne reekker
aldrig medes og at ethvert talpar er i en af dem.
Spillets raekke af talpar lader sig altsé dele op i uen-
deligt mange dele som hver er endelos. Pythagoras
og Hippias skrev flere hundrede talpar op, sa de
dannede lodrette kolonner der kunne fortseettes
nedad og imod hgjre i det uendelige, og der var in-
gen tvivl om at ethvert talpar i spillets reekke er i en
og kun en af kolonnerne. Pythagoras besluttede at
der ikke skal tales om dette til diciplene - disse hav-
de forleengst glemt spillets reekke, og fra nu af skal

ingen mere beskeeftige sig med den.

Udenfor klosteret beveegede livet sig imidlertid i en
helt anden retning. Efter at denne dreng var sporlost
forsvundet, var der atter kommet gang i spilleriet -
og overalt hvor spillelidenskab stortrives, trives og-

sa edselhed, drikkeri, vold og useedelighed.
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Denne udvikling bekymrede de fromme pythago-
reeere. [kke mindst fordi den var farlig for dem, og
af den grund var de meget forsigtige med at blande

sig i forholdene.

Men de havde jo unzegteligt et effektivt redskab i
heende til at fa sat en stopper for den ulykkelige ud-

vikling, men turde de bruge det?

Sidste kapitel

Til sidst felte pythagoreeerne dog at de ikke leengere
havde noget valg. Livet i Kroton var nu veerre end
livet i Sybaris. De nedfeeldede derfor talraekken og
dens brug pa et stort antal stykker papyrus og lod
dem - i nattens mulm og merke - opklaebe centrale

steder i byen.

Hermed var hundredevis af mennesker gjort ar-
bejdslese. Ikke bare de professionelle spillere, men

ogsa alle de der indirekte levede af spillet.

Men pythagoraeerne slap ikke levende fra dette
skridt.
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En talsteerk bande med tunge rambukke treengte en
tidlig morgen ind i klosteret, draebte flere af discip-
lene og stak klosteret i brand. Det lykkedes dog for
Hippias at fa hejset sin lille keereste og sin store mes-
ter og sig selv ned i klosterets brond uden at nogen
opdagede det. Dernede sad de i to degn og herte

ilden knitre.

Sa skreevede de graedende henover de forkullede
rester af musikinstrumenter og meddisciple og sag-
te mod Hippias' barndomshjem. Her blev de skjult i
traekasser og baret til faderens skib. De blev sejlet til
byen Metapontion. Her grundlagde de en ny pytha-
goraeerorden, og de horte til deres store glaede, at
ogsa andre disciple havde haft held med at flygte og
havde grundlagt pythagoraeerordener i andre byer.
Pythagoras dede nogle fa ar senere og Hippias blev

den nye ordens overhoved.

Denne spredning af de oprindelige pythagoraeere
forte faktisk til en udbredelse af deres leere og virke.
De fik en betydelig indflydelse pa den felgende tids

teenkning, ikke mindst pa Platon.
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Men hvorfra vidste man at det var pythagoraeerne
som stod bag spillets dedsdom? Det far vi aldrig at
vide. Men denne beretning om pythagoraeernes
sidste dage i Kroton peger pa, at Pythagoras forst
for sent fik palagt sine disciple tavshed om at spil-
lets hemmelighed befandt sig indenfor klosterets

mure.



Efterskrift

I dag ved enhver at der er tal som hverken er hele
tal eller broker - det vi kalder de rationale tal - nem-
lig de irrationale tal, de tal hvis cifferfremstilling er
uendelig og ikke-periodisk. De irrationale tal har na-
turligvis ikke altid veeret der - faktisk blot nogle fa
hundrede ar. Men kendskabet til "utilstraekkelighe-
den af tallene" er 2500 ar gammel, og ferste gang der
blev gjort rede for denne utilstreekkelighed var i det
antikke Greekenland - og det er ikke nogen tilfeeldig-
hed.

Det 7. arhundrede f Kr. var i Graekenland en tid med
fremgang i velstand og kultur. Og de folgende par
arhundreder var det antikke Graekenlands storheds-
tid. De begraensede livsmuligheder i det egentlige
Graekenland (som er et udpreaeget bjergland) tvang
den voksende befolkning til at anleegge kolonier
udenfor Graekenland, iseer i Syditalien og pa Sicilien
- man havde tidligere anlagt kolonier langs Lille-
asiens vestkyst. Og handveerk, industri og handel

fik en voksende betydning.
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Det er dog ikke disse neeringsdrivende vi har i tan-
kerne nar vi teenker pa greekeren. Nej, det var denne
tids frie mand som har fascineret eftertiden. Ikke for-
di han var fri, men fordi han forstod den kunst at
forvalte sin lediggang. En ny beskeeftigelse havde
nemlig vundet indpas: teenkning og diskuteren og
studeren var blevet et mal i sig selv. Har man frihed
og overskud, og lever man i et miljo hvor der er liv-
lig samtale og hvor man er velforsynet med infor-
mation fra den store verden, sa vil man vide mere
og sa bliver man skeptisk overfor det overleverede.
Fortidens myter der fremstillede verden som et re-
sultat af guders virksomhed, begyndte greekeren at
tvivle pa. Og Homérs menneskelignende guder kom
til at fremsta som latterlige: "Hvis heste kunne teg-
ne, ville de afbilde guderne som heste." Men guder-
nes afskaffelse betod sandelig ikke det guddomme-
liges afskaffelse. Den guddommelige verden skulle
tveertimod befries for det alt for menneskelige som
den var blevet befeengt med, for pa den made at
komme hgjere til vejrs. Den verden som mennesket
umiddelbart har adgang til, er en ufuldkommen af-

spejling af en fuldkommen verden. I den fuldkomne
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verden er en cirkel en cirkel og ikke en ring af
kridtpulver. Ved klar og logisk teenkning - og iseer
den matematiske teenkning - og ved at hengive sig
til den skenne kunst, bliver sjeelen draget op imod
det guddommelige. Og omvendt synker sjeelen ned
ved andles virksomhed. Den menige borger opfatte-
de sig som et frit menneske, fordi han hverken var
kvinde eller slave, men han var ikke fri, hans liv var
ikke meget forskelligt fra slavens. Derfor sa det san-
de frie menneske - aristokraten - pa ham med afsky:
"Handveerkernes gerning er med rette ringeagtet, thi
de som udever den odelegger deres legeme, og nar
legemet svaekkes, da taber ogsa sjeelen sin kraft"
(Xenofon, ca. 400 £.Kr.). Og for ikke pa nogen made
at veere i bergring med manuelt arbejde, matte aris-
tokraten have slaver: "Mennesket kan ikke undveere
redskaber, blandt disse er nogle levende, andre
uden liv" (Aristoteles, ca. 350 f.Kr.). Enhver form for
salg af sig selv var uveerdigt for en fri mand - med

tiden blev selv undervisning mod betaling fordemt.

Erkendelsen af tallenes utilstraekkelighed matte

komme meget tidligt i videnskabernes udvikling -
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nemlig pa det tidspunkt hvor fortellingen i denne
bog foregar - omkring 500 f.Kr. P4 den tid var det
den almindelige opfattelse, at hvis man har to linie-
stykker, sa kan leengden af det ene i forhold til det
andet angives ved tal. Man kunne saledes sige, at i
et kvadrat forholder diagonalen sig til siden som 17

forholder sig til 12. Og man kunne sige, at 17/12 er

en losning til andengrads-ligningen x?=2.1 ingen af
tilfaeldene er tallet helt korrekt, men det var man
maske ikke klar over, for ofte skrev man en brgk
som en sum af stambregker, og man vidst godt at
tallet ikke var helt preecist - for eksempel kan 17/12
skrives 1+ 1/3 + 1/12, og dette er helt korrekt. Hvis
man havde brug for en storre ngjagtighed, sa matte
man finde et tal som er bedre. Og hvis en eller anden
har teenkt, at et tal som preecist loser problemet, nok
ikke findes, sa blev den sag ikke tillagt storre betyd-
ning. Men det mest almindelige var vist, at man fo-
restillede sig at der er et tal som leser problemet helt
eksakt, og at man kan finde det hvis man underse-

ger sagen nojere.
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Man har givetvis bade langt tidligere og i andre kul-
turer undret sig over at det er pafaldende sveert at
finde leengden af diagonalen i et kvadrat, nar man

kender siden - savel som at finde en eksakt lasning

til ligningen x2=2. Og hvis man har kendt til en sys-
tematisk made at udregne et sadant tal pa, har man
bemeerket at udregningerne aldrig ender: Hvis x er
en tilnaermelse til V2, sa er 2/x ogsa en tilneermelse,
og (x +2/x)/2 er en bedre tilneermelse til V2 end x.
Denne procedure er en anvendelse af Newton itera-
tion: en lesning til f(x) = 0 kan af og til findes ved x
- X - {(x)/f'(x), og seettes f(x) = x? - 2 fas x - (x +2/x)/
2. Startes med x =1 og geres dette 4 gange, fas en
tilnaermelse som afviger mindre end 0,000002 fra \2
- denne tilneermelse var kendt i Indien pa Pythago-
ras' tid. Pa en lertavle fra Babylon fra omkring 1700
f Kr. er et kvadrat med diagonaler og tallet med
cifrene 1 24 51 10 i 60-talsystemet, hvilket i 10-tal-
systemet er 1,41421296... - lommeregneren viser
1,41421356. Hippias' uendelige keedebroksudvikling
(side 63) er fremkommet ved antanairesis ("vekselvis

borttagning" - Appendiks 1) baseret pa geometriske
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overvejelser. Keedebrgkskonvergenterne er 1, 3/2,
7/5,17/12, ..., og skriver man disse tal op pa samme
made som tallene i spillets reekke: (1 1), (2 3), (5 7),
(12 17), ..., ser man at hvis (S D) er et talpar i denne
reekke, sa er (5+tD 25+D) det neeste talpar. Denne
reekke af talpar taler Platon om i dialogen "Staten"
(5460): i et kvadrat med siden S er "den rationale
diagonal" tallet D. Disse systematiske mader at ud-
regne \2 pa, viser ikke umiddelbart at V2 er irratio-
nal, for brekerne kunne jo konvergere imod en brok.
Sadanne opdagelser om diagonalen i et kvadrat har
sikkert veeret fremme flere gange, men er derefter

gaet tabt.

Storrelsesforholdet i denne forteelling, altsa "det
gyldne snit" (svarende til det irrationale tal (1 + \5)/2
=1,61803...), og forholdet mellem diagonalen og si-
den i et kvadrat, ma veere de forste inkommensu-
rable forhold man har opdaget. Den simpleste stjer-
ne man kan tegne har fem spidser, og stregerne dan-
ner netop diagonalerne i en femkant. Det er fristen-
de inde i en sddan stjerne at tegne endnu en stjerne,

og at fortseette. Hvis man lader den forste stjerne
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veere stor og ngjagtig (reguleer), kan man prove
hvor mange stjerner man kan fa plads til. I ideernes
verden kan man fortseette i det uendelige. Dette ma
give et vink om at der er storrelsesforhold som al-
drig "gar op". At diagonalen i et kvadrat er inkom-
mensurabel med siden, er straks vanskeligere at se,
for her ma et argument til. En geometrisk figur kan
vise det, men det er nemmere at se aritmetisk: Ifolge
Pythagoras' seetning er kvadratet pa diagonalen lig
med to gange kvadratet pa siden, og dette betyder at
hvis diagonalen forholder sig til siden som p til g, sa

forholder kvadratet pa diagonalen sig til kvadratet
pa siden som p2 til q2, og da dette forhold skal veere
lig 2, er p2 =2 gange q2. Vi kan antage at tallene p og
q ikke begge er lige, og sa felger af denne ligning at
p og q begge er lige, og det er jo en modstrid som

forslar. Beviset findes hos Aristoteles.

Menneskets trang til dramatik har fort til farverige
beretninger om opdagelsen af det inkommensurable
- alle nok stammende fra langt senere tider. Séledes
skulle opdagelsen veere gjort af Pythagoras, som

herefter sanderknust opgav al videre syslen med tal.
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Og ifelge en anden beretning skulle Hippasos veere
omkommet pa havet, fordi han til uindviede havde

omtalt "umalbarhedens vaesen'.

De forste helt sikre oplysninger om tallenes util-
streekkelighed har vi fra Platon som levede et ar-
hundrede senere end Pythagoras. Han siger et sted
(dialogen "Lovene", 819a) at graekerne skulle skam-
me sig over deres ukendskab til at liniestykker kan
veere inkommensurable (denne latterlige uvidenhed
som fra naturens hand rader hos alle mennesker),
thi om dette ved ethvert segyptisk skolebarn besked.
Og han siger et andet sted (dialogen "Thaitetos",

147d) at Theodoros har bevist uleseligheden af en

2 = 1. Den forste udtalel-

reekke ligninger af formen x
se siger nok mere om Platons utilfredshed med sine
landsmaends kundskabsniveau end om de aegyptis-
ke skoleborn, men udtalelserne forteeller os, at man i
de dannedes kreds pa det tidspunkt har veeret godt
bekendt med tallenes utilstraekkelighed (og at den
jeevne borger troede at ethvert geometrisk storrel-
sesforhold kan angives eksakt i talforhold, men hvor

mange er den dag i dag klar over problematikken
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omkring de irrationale tal? - hvor mange tror ikke at
Tt =22/77).

Hvis man vil sammenligne to geometriske storrelser
af samme art (for eksempel to liniestykker eller to tre-
kanter), og hvis man ikke kender til at geometriske
starrelser kan vaere inkommensurable, sa kan man
for eksempel sige at den ene er fem syvendedele af
den anden. Men hvad ger man hvis man kender til
det inkommensurable og vil veere eksakt? Sa erken-
der man at man ikke altid kan vere eksakt. Men
hvad ger man hvis man vil sammenligne sddanne

to forhold? For sa findes der jo et eksakt svar pa om
det ene forhold er storre end eller lig med eller min-
dre end det andet forhold, og hvordan finder man
det svar? Til at begynde med har graeekeren maske
brugt antanairesis, denne metode resulterer i en
reekke naturlige tal, og to sddanne raekker kan
umiddelbart sammenlignes. Pa den made far for
eksempel denne saetning mening: "I to ensvinklede
trekanter har hvert par af ensbeliggende sider sam-
me forhold." Men det er en utilfredsstillende meto-

de. Derfor var det et stort fremskridt, da Eudoxos
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(som var elev af Platon) grundlagde proportionsleren.
Den bygger pa et elegant kriterium som kan bruges
til at sammenligne forholdet mellem A og B med
forholdet mellem C og D (som maske er af en anden
art end A og B): Forholdet mellem A og B er mindre
end eller lig med forholdet mellem C og D, hvis det
for ethvert par af naturlige tal m og n geelder, at hvis
nC er indeholdt i mD, sa er nA indeholdt i mB. Man
kunne altsa sammenligne forholdet mellem A og B
med forholdet mellem C og D, men et forhold var
ikke en genstand i sig selv. Men hvis graekerne hav-
de opfattet et forhold som en genstand (i ideernes
rige), sa ville forholdene svare til vores reelle tal (el-
ler en delmeengde af disse), og man kunne med let-
hed have defineret de fire regnearter: For to storrel-
ser A og B skriver vi A:B for deres forhold. En meget
benyttet konstruktion var at finde "fjerdeproportio-
nalen" til tre storrelser, det vil sige - hvis A, B og C
er givne - at finde D sdledes at A:B = C:D. Da kan
summen og produktet af A:B og C:D defineres sale-
des: hvis A' konstrueres saledes at C:D = A":B, sa er
summen (A+A"):B, og hvis D' konstrueres saledes at
C:D =B:D’, sa er produktet A:D".
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Men den idé at udvide talbegrebet var ikke neerlig-
gende for graekeren. Graekernes notationssystem for
tal var ikke praktisk. De naturlige tal blev noteret i
et 10-talsystem, men det var ikke et positionssystem:
de sma graeske bogstaver (og et par ekstra tegn, 30
ialt) angav hvor mange enere, tiere og hundreder
der er, sd man med hgjst tre cifre kunne fremstille et
naturligt tal op til 999. En brek kunne veere skrevet
som to naturlige tal efter hinanden, teeller og neev-
ner - den forste med en streg over, den anden efter-
fulgt af et meerke '. Var broken mindre end 1, kunne
den veere skrevet som en sum af stambrgker - note-
ret ved naturlige tal efterfulgt af et '. Var broken
storre end 1, kunne den vare skrevet som et natur-
ligt tal plus en aegte brok eller en sum af stambroker.
I astronomien, hvor der var brug for stor nejagtig-
hed, brugte man det babyloniske 60-talsystem for
den ikke-hele del at tallet. En brek kunne bruges til
et eller andet, men den var ikke et tal, heller ikke
enheden (tallet 1) var et egentligt tal, tallene var: 2,
3, 4, .... Opfattelsen stammede fra pythagoraeerne, og
den var eneradende i flere hundrede ar. Den prak-

tiske regnekunst horte det arbejdende folk til, og
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den var forvist fra den fine matematik som herte ind
under filosofien. Matematikerne udferte kun i be-
greenset omfang konkrete taludregninger, og da kun
"for erkendelsens skyld, og ikke til brug ved torve-
handel" (Platon). I Euklids "Elementerne” pa 700 si-
der forekommer konkrete tal stort set ikke. Vores
decimale positionssystem stammer fra Indien, hvor
det forste gang ses i tekster fra omkring 600 e.Kz.
Det blev overtaget af araberne, og vandt efter re-
naessancen udbredelse i Europa, som indtil da i vest
havde brugt romertallene og i ost graekernes tal.
Nullet kommer fra at man havde brug for at marke-
re en tom plads i en cifferfolge. Babylonierne brugte
et punkt, og fra det 2. arhundrede e.Kr. ses hos grae-
kerne et lille o som er forbogstavet i ordet for intet.
De negative tal var benyttede i Kina fer Kr. fadsel,
og er kommet til os via inderne og araberne. Betrag-
tet som geeld kunne de have en vis realitet, men de
blev i almindelighed betragtet som "absurde"” eller
"fiktive", idet et sadant tals opdukken kunne veere
tegn pa at problemet var formuleret forkert. For ek-
sempel: "En far er 56 ar og hans sen 29, hvornar er

faderen dobbelt sa gammel som sgnnen?" Da den
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ligning i x som man kan opstille (56 + x =2(29 + x)
56 = 58 + x) ikke har nogen (positiv) lasning, skulle
sporgsmalet have veeret "for hvor lang tid siden var
faderen dobbelt sa gammel som sgnnen” (for 2 ar si-
den). Hvad de negative tals storrelse angar sammen-
lignet med de rigtige tal, forestillede man sig oftest

at de 1a ude forbi uendelig.

I matematikkens storhedstid i Graekenland 14 tal-
opfattelsen altsa langt fra vores talopfattelse, og den
uensartede noteringsmade gjorde det ikke nemmere
for brekerne. Men lad os nu antage, at man havde
anerkendt brokerne som tal og at man havde haft en
positions-cifferfremstilling af tal (Appendiks 5), og
lad grundtallet veere e - for eksempel 10 (decimal
fremstilling) eller 2 (digital fremstilling). Kunne
greekeren sa ikke have indset, at der er en intim
forbindelse mellem punkterne pa et liniestykke L og
cifferfelgerne af formen 0,...? Man kan ga til veerks
pa denne made: L deles op i e lige store dele, og
hver del deles igen op i e lige store dele, og sa vide-
re. Et punkt pa L kan indkredses mere og mere, og

man far en cifferfglge af formen 0,.... Og omvendt, til
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en cifferfolge af formen 0,... vil svare et bestemt
punkt p pa L. Hvis punktet er delepunkt, er ciffer-
folgen endelig, hvis ikke er cifferfelgen uendelig.
Hyvis begyndelsespunktet af L er q, kunne man have
opdaget, at hvis punktet p er saledes at liniestykket
qp er kommensurabelt med L, sa er cifferfalgen pe-
riodisk, og omvendt. Hvis cifferfelgen er periodisk
pa den made at den fra et vist trin kun bestar af cif-
ret e-1, sd kan den omskrives saledes at cifret lige for
det forste e-1 foroges med 1 og alle de folgende cifre
er 0. Sa er forbindelsen imellem punkterne pa L og
cifferfolgerne af formen 0,... helt entydig - dog far
slutpunktet pa L cifferfelgen 1,000....

Nej, dette 1a ikke ligefor. Et konstrueret punkt p
(skeeringspunkt) kunne veere beliggende pa L, men L
var ikke "meengden af punkter pa L". Og selvom L
identificeres med "meengden af punkter pa L", hvem
siger da at alle punkterne kommer med ved tilknyt-
ningen 0,... —» p? Hvis man ikke kender til det in-
kommensurable, ma en cifferfolge tillades at vaere
uendelig hvis den er periodisk, men pa et tidspunkt

matte man erkende, at der er punkter pa L som kan
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konstrueres, men som kun kan nas med en ikke-
periodisk cifferfelge. Og det kunne ogsa teenkes, at
der er punkter pa L som ikke kan nas med en cif-
ferfolge overhovedet, nemlig hvis man har en fore-
stilling om infinitesimale liniestykker - den forestil-
ling er mulig og den kan veere seerdeles nyttig som
vi skal se (Appendiks 3). I vor tid har man lest dette
problem ved at vedtage (Cantor) at den omtalte kor-
respondance skal veere bijektiv: vi definerer de geo-
metriske genstande ud fra tallene. For graekeren
kom et konkret geometrisk sted fra en handgribelig
procedure som preaecist kunne forklares. Men der
var sandelig forskel pa forklaringernes status. Idea-
let var konstruktion med passer og lineal. Diagona-
len i et kvadrat er inkommensurabel med siden,
men den kan konstrueres med passer og lineal. Om-
kredsen af en cirkel er inkommensurabel med dia-
meteren, men man kan ikke ud fra diameteren og
med passer og lineal konstruere et liniestykke som
har samme leengde som omkredsen. Dette problem
er aekvivalent med cirklens kvadratur, som gar ud pa
at konstruere et kvadrat med samme areal som en

given cirkel, og umuligheden af dette problem blev
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bevist i 1800-tallet, idet det blev bevist at T er et
transcendent tal, hvorimod de afstande som man
kan na frem til med passer og lineal er algebraiske
tal (herom senere). Den almindelige opfattelse hos
greekerne var, at et liniestykke med samme leengde
som cirklens omkreds ikke findes. Generelt blev et
krumt kurvestykke anset for at veere usammenlig-
neligt med en ret linie, idet et liniestykke med sam-
me leengde som det krumme kurvestykke ikke ned-
vendigvis findes. Det var altsa ikke sandt at "Arealet
af en cirkel er det samme som arealet af en trekant
som har cirklens radius som hejde og cirklens om-
kreds som grundlinie". Seetningen findes ikke hos
Euklid, den tilskrives Arkimedes (3. arh. £.Kr.), som
ikke havde den naevnte opfattelse: for ham havde
ethvert kurvestykke en ganske bestemt leengde.
Derfor matte Arkimedes medtage et aksiom som ik-
ke findes hos Euklid: "Den rette linie er den korteste
vej imellem to punkter." Hvis man deler et kurve-
stykke op i dele, og traekker rette liniestykker fra det
ene delepunkt til det naeste, sd er leengden af kurve-
stykket altsa storre end den samlede leengde af linie-

stykkerne, og vi kan (med vore dages sprogbrug)
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definere leengden af kurvestykket som det mindste
overtal (Appendiks 3) for den talmeengde som ud-
gores af leengderne af kurverne sammensat af rette
liniestykker. Nar Arkimedes skulle bevise at leeng-
den af et kurvestykke K er lig med laengden af et ret
liniestykke L, s& matte han, foruden disse "indre"
approksimationer med kurver sammensat af rette
liniestykker, ogsa indkredse K med kurver sammen-
sat af rette liniestykker som beviseligt har storre
leengde end enhver af de indre approksimationer, og
dette pa en sdidan made at forskellen mellem en yd-
re og en indre approksimation kan geres lige sa lille
som det skal veere. Og sa matte han bevise, at leeng-
den af enhver indre approksimation er mindre end
L og at leengden af enhver ydre approksimation er
storre end L. Denne idé gaende ud pa at gere dif-
ferensen mellem to leengder eller to arealer eller to
rumfang ubegraenset lille, kaldes exhaustionsmetoden,
og den tilskrives Eudoxos. @Unskes blot to graenser
for leengden af K, veelges en indre og en ydre appro-
ksimation, sa er K leengere end den indre og kortere
end den ydre - pa den made viste Arkimedes at
223/71 < < 22/7.
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For en given cirkel mente Arkimedes altsa, at der
findes et ret liniestykke med samme leengde som
dens omkreds. Dette var ikke den almindelige op-
fattelse - i hvert fald ikke for hans tid - og den geeng-
se opfattelse betod, at den rette linie manglede
punkter, men hvorfor indferte man sa ikke bare de
punkter igennem et aksiom som siger at "For ethvert
kurvestykke findes et ret liniestykke som har samme
leengde"? Maske fordi man sa matte preecisere hvor-
dan kurvestykket er fremkommet. Der fandtes kun
én slags helt legale ikke-rette linier, og det var keg-
lesnittene (ellipse, parabel og hyperbel). Et keglesnit
er skeeringen mellem en plan og en kegle, og en keg-
le kan konstrueres med passer og lineal i den for-
stand, at den er givet ved en cirkel og en ret linie
igennem cirklens centrum og vinkelret pa cirklens
plan samt et punkt pa den rette linie. Aksiomet kun-
ne begreenses til en del af et keglesnit, men hvad sa
med den arkimediske spiral og kardioiden og alle
de andre kurver som kan tegnes med saere redska-
ber? Et kurvestykke pa disse matte da ogsa have en
leengde. Men det behovede det dbenbart ikke, for

man beskeeftigede sig ikke serigst med dem. Pa
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samme made ville graekeren have problemer med
cifferfolger. En uendelig cifferfglge kunne maske
veere accepteret, men sa ville der veere en geome-
trisk grund til det. Men egentlig ville problemet
med cifferfelger veere mindre, fordi eksistenspro-
blemet kan synes nemmere og fordi cifferfelger er
noget ensartet. Her drejer det sig ikke om konstruk-
tion med redskaber som forekommer at veere for
neer ved den fysiske verden, her drejer det sig om at
give en preecis beskrivelse af en talfolge som kan
fortseettes i det uendelige. Burde alle ikke veere eni-
ge om at dette tal eksisterer:
0,101001000100001000001...7
Og det samme med \2's decimalfremstilling: meto-
den vi har vist til at danne rationale tilnaermelser til
V2 er seerdeles effektiv, og at omskrive en brgk til en
decimalbrgk er en rent mekanisk procedure (Ap-
pendiks 5).

Graekerne kendte som sagt ikke til begrebet "maeng-
de". Man kunne tale om en samling af matematiske
genstande, men samlingen selv var ikke en matema-

tisk genstand. Det revolutionerende ved maengdelee-
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ren, da den kom frem i 1800-tallet, er at enhver mate-
matisk genstand er en meengde. En funktion fra en
meangde A til en meengde B er en delmeengde f af
AxB som opfylder den betingelse at for ethvert a €
A findes et og kun etb € B saledes at (a, b) € £ - dette
b noteres f(a). Og et element (a, b) i AxB er en
mengde, for eksempel {a, {a, b}} (sdledes at for a #b
er (a, b) # (b, a)). Et naturligt tal, et helt tal, et ratio-
nalt tal og et reelt tal kan defineres som veaerende
ganske bestemte meengder. At en ret linie er en
meengde af punkter som er knyttet sammen med
maeengden af de reelle tal R , er en opfattelse som fra
matematikerne har bredt sig til hele befolkningen.
Vi taler om "den reelle talakse": de reelle tal opfattes
som liggende pa en ret linie, hvor et punkt svarer til
0 og hvor de positive tal ligger til hgjre for 0 og de
negative tal til venstre. Vi har som sagt aritmetiseret
matematikken. Et liniestykke kan opfattes som et
interval pa den reelle talakse, planen kan defineres
som RxR (nar man indleegger et koordinatsystem),
og sa videre. Men graekerne har slet ikke teenkt i
sadanne baner. De naturlige tal kan fortsettes i det

uendelige, og det samme geelder primtallene, men
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saddanne uendeligheder fandtes ikke som eksisteren-
de genstande. Pa et liniestykke er der uendeligt
mange punkter i den forstand at man hele tiden kan
konstruere sig frem til et nyt punkt, men dette gjor-
de ikke et liniestykke til noget uendeligt. Man hav-
de en forestilling om det kontinuerte (sammenhaen-
gende) i modsaetning til det diskrete (adskilte). Aris-
toteles definerede det kontinuerte saledes: "En ting
siges at veere kontinuert, nar de greenser som bero-
rer den, bliver én og den samme." Liebniz (1600-tal-
let) havde en mere klar definition: "Et kontinuum er
et hele, hvor to vilkarlige dele som tilsammen udger
helheden, har et stykke eller i det mindste en graense
feelles." Og hans forestilling bliver helt klar igennem
denne seetning (som han dog ikke beviste): "Nar en
kontinuert kurve ligger delvis indenfor og delvis
udenfor et fladestykke, sa skeerer den fladestykkets
rand." Kurven deles altsa op i to dele som har en
feelles graense, nemlig skeeringspunktet med flade-
stykkets rand. Det karakteristiske for det kontinuer-
te er, at ethvert punkt p pa det er et fortetningspunkt:
for enhver cirkel med centrum i p (uanset hvor lille),

har delen indenfor cirklen uendelig mange punkter i
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den forstand at man uopherligt kan udtage punkter
fra det.

Men hvordan er denne uendelighed i sammenlig-
ning med de naturlige tals uendelighed? Hvis vi har
et liniestykke L, sa kunne graekeren vel have gjort
den opdagelse, at de rationale punkter pa L, som
svarer til de segte breker, kan opstilles pa rad og
reekke: man kan udteenke et opskrivnings-system
for de aegte broker sdledes at enhver aegte brek (nar
den er skrevet pa uforkortelig form) kommer med
preecis én gang. Rekken kan for eksempel begynde
saledes: 0, 1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5,
1/6, .... Det er altsa kun tilsyneladende at der er flere
rationale tal end der er naturlige tal, i virkeligheden
er der lige mange - meengderne er tellelige som vi
siger i dag. Men hvad med de irrationale tal som
svarer til de inkommensurable punkter? Ja nar forst
den opdagelse er gjort, at de rationale tal kan op-
skrives pa rad og raekke, sa kan de irrationale tal
nok ogsa opskrives pa rad og raekke, for de kommer
jo hver iseer fra en klart beskrivelig konstruktion, og

en beskrivelse kan formuleres i et eller andet sprog,
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og da en beskrivelse er endelig, kan beskrivelserne
ordnes pa samme mdde som ordene i et leksikon (et
leksikografisk princip). Sddan begyndte matematik-
filosofferne i hvert fald at teenke i slutningen af
1800-tallet. Disse tankebaner forte til et paradoks:
For graekeren var der en veaesensforskel pa uendelig-
heden af kontinuet og uendeligheden af en diskret
uendelighed (som de naturlige tal), idet der var tale
om usammenlignelige storrelser. Vi har ophaevet
graekerens vaesensforskel - vi kan udmeerket sam-
menligne disse storrelser - og vi nar frem til at de
strengt taget har samme storrelse, men vi har gjort en
opdagelse som gor at de ber tilskrives forskellig stor-

relse. Vi skal lige straks forklare dette feenomen.

Nar greekeren havde et (enheds)liniestykke E og to
naturlige tal m og n, sa kunne han konstruere et li-
niestykke L sdledes at L forholder sig til E som m
forholder sig til n, men det omvendte lader sig ikke
altid gore: hvis man har et liniestykke L, sa behover
der ikke at findes naturlige tal m og n, saledes at L

forholder sig til E som m til n. Og det var en kends-

gerning at en andengrads-ligning som x?=2kan
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loses geometrisk, men ikke aritmetisk. Og da yder-
mere tallene ikke var noget ensartet, hvorimod linier
og trekanter og kegler var noget ensartet, sa foretrak
man de geometriske genstande: man geometriserede

matematikken. Hvis graekeren blev bedt om at lose

ligningen x* = 5/3, ans& han problemet for at veere
geometrisk, og han kunne formulere det saledes:
Konstruér for et givet (enheds)liniestykke 1 et linie-
stykke x saledes at kvadratet pa x forholder sig til
kvadratet pa 1 som 5 forholder sig til 3. Og han
kunne ga saledes til veerks (idet han gjorde flittigt
brug af Pythagoras' leereseetning):

i A

Liniestykket x kaldte han kvadratroden af 5/3, og hvis

det kunne bevises at x er inkommensurabelt med

enhedsliniestykket, sa kunne kvadratroden af 5/3
ikke udtrykkes ved tal.
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At den graeske kulturs blomstringstid fik en afslut-
ning (pa grund af indre stridigheder) beted ikke at
det var slut med graesk videnskab. Omkring ar 300
f Kr. samlede Euklid sin tids elementeere matematik
til en systematisk leerebygning ("Elementerne"), og
oldtidens storste matematiker Arkimedes levede i
det 3. arhundrede {.Kr - han fandt et utal af areal-
formler som vi i dag bruger integralregning til at
finde. Men fra dette tidspunkt og to arhundrede
frem blev det meste af omradet omkring Middelh-
avet underlagt Romerriget, og romerne havde ingen
sans for videnskab. Der blev dog syslet med mate-
matik lige indtil Romerrigets fald i det 5. arhundre-
de e.Kr. Nu fulgte neesten tusind ars middelalder i
Europa, hvor teologien var den altdominerende
videnskab. Men takket veere den kulturelle enhed
og opblomstring der fandt sted i den arabiske ver-
den i takt med islams udbredelse, blev en maengde
skrifter fra oldtiden oversat til arabisk, og den graes-

ke matematik overlevede saledes i Orienten.

I den europeeiske renaessance (det vil sige fra det 14.

arhundrede) begyndte man atter at interessere sig

97



for videnskab og for den antikke graeske kultur. Ma-
tematikken var preeget af den graeske and, men man
var ikke mere afvisende overfor praktisk regne-
kunst. Notationssystemet for tal blev forbedret, og i
1500-tallet dukkede vore nuveerende decimalbroker
sa smat op og vandt udbredelse i de folgende ar-
hundreder - hertil medvirkede iseer en lille regnebog
af Stevin fra 1885. Da udregninger kan fore til deci-
malbreker som aldrig ender, og da regneoperatio-
nerne umiddelbart lader sig generalisere til de ende-
lose decimalbrgker - og da man nu havde frigjort sig
fra den strenge graeske eksakthed - da anerkendte
man med tiden ogsa uendelige decimalbrgker som
vaerende tal. Men dog kun nelende. I midten af
1500-tallet skriver Stifel: "Det er med rette blevet
diskuteret om irrationale tal er sande tal eller ikke.
For siden, nar vi beskaeftiger os med geometriske
figurer, det jo geelder at nar rationale tal ikke slar til,
sa kan irrationale tal udfylde deres plads og vi kan
bevise ngjagtig de ting som vi ikke kunne med de
rationale tal [...], sa er vi tilskyndede og tilbgjelige til
at antage at de i virkeligheden er tal, tilbgjelige, ud

fra de resultater som felger af deres brug - resultater
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som vi opfatter som virkelige, sikre og uforander-
lige. Pa den anden side er der andre synsvinkler
som gor os tilbgjelige til at bensegte at irrationale tal
er tal overhovedet. Nemlig, nar vi soger at under-
kaste dem en talfremstilling [som decimalbrek] [...]
opdager vi at de ustandseligt undslipper os, saledes
at ikke et eneste af dem kan blive forstaet preecist i
sig selv [...]. Derfor, noget sadant som er af en natur
der i den grad unddrager sig preecision kan vi ikke
kalde sande tal [...]. S3, ligesom et uendeligt tal ikke
er et tal, saledes er heller ikke et irrationalt tal et vir-
keligt tal, det ligger skjult i en slags sky af uendelig-
hed." Et arhundrede senere fastholdt Pascal, at et ir-
rationalt tal blot er et symbol som ikke har nogen
eksistens uatheengigt af geometriske storrelser, og at
regneoperationerne med irrationale tal kun kan ret-
feerdiggores af Eudoxos' proportionsleere. Fra om-
kring ar 1600 begyndte man at studere irrationale tal
som er fremkommet ved uendelige regneudtryk, sa-
som uendelige keedebroker og summer og produk-
ter (Appendiks 1 og 2). Nogle betragtede disse reg-

neudtryk som anvisninger pa approksimationer,
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andre (for eksempel Wallis) anerkendte fuldt ud irra-

tionale tal som sande tal.

Men hvis man anerkendte irrationale tal, hvordan
kunne et sddant se ud? Var 7 et irrationalt tal? Til at
begynde med, nej. De forste irrationale tal man
anerkendte, var dem dannede ved rationale tal og

de fire regnearter og generelle roduddragninger

"m. Da man fornemmede, at ikke alle rodder i et n-
te-grads-polynomium med rationale koefficien-ter
kan findes ved roduddragning (bevist i 1800-tallet),
betragtede man ogsa enhver losning til en saidan
ligning som et tal - disse tal kaldes de algebraiske tal.
7t derimod er et transcendent tal, et sadant er ikke
losning til nogen ligning i x dannet ved potenser af x
og rationale tal og brug af de fire regnearter. Et
transcendent "tal" kunne approksimeres med ratio-

nale og irrationale tal, men det var ikke selv et irra-

tionalt tal. Med tiden blev dog ogsa de transcenden
te tal betragtet som rigtige tal, men man har naeppe
forestillet sig andet, end at ethvert tal kan beskrives
pa en handgribelig made. Ja méaske ligefrem at det

er beregneligt, hvilket vil sige at man kan angive en
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procedure (for eksempel et computerprogram) der
producerer en folge af rationale tal som konvergerer
imod tallet. I 1930-erne kom der flere forslag til
hvordan beregnelighed bor defineres, men det viste
sig, at hvis definitionen blot er en smule rummelig,
kommer man til det samme resultat. En handgribe-
lig beskrivelse af et tal kan imidlertid godt veere af
en sadan art at tallet ikke kan findes - er for eksem-
pel dette tal rationalt eller irrationalt: hvis der i V2's
decimalbregk ikke forekommer 100 O-er pa stribe, er
tallet V2, i modsat fald er det det rationale tal som
fas ved at standse cifferfolgen forste gang der kom-

mer 100 0-er pa stribe?

En helt tilfredsstillende definition af hvad et irratio-
nalt tal er, blev givet i 1800-tallet:

Dedekind bemeerkede (1872) at et irrationalt tal x de-
ler meengden af alle de rationale tal op i to klasser,
nemlig dem der er mindre end x og dem der er
storre end x. Og at omvendt en opdeling af de ratio-
nale tal i to klasser bestemmer et irrationalt tal - op-
delingen skal veere saledes at ethvert tal i den ene

klasse er mindre end ethvert tal i den anden klasse,
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og sdledes at den "venstre" klasse ikke indeholder et
storste tal og den "hgjre" klasse ikke indeholder et
mindste tal. Idet han udvidede denne definition af
et snit i de rationale tal, saledes at ogsa et rationalt
tal er givet ved et snit, definerede han et reelt tal som

vaerende et snit i de rationale tal.

Cantor bemeerkede (1882) at et irrationalt tal (og for
den sags skyld ogsa et rationalt tal) kan tilneermes
ubegreenset med en fundamentalfolge af rationale tal.
Herved forstas en talfelge hvori afstanden mellem
dens tal er vilkarlig lille nar blot man befinder sig
tilstreekkelig langt ude i reekken. Forskellige funda-
mentalfelger kan dog bestemme det samme tal, dem
betragtede han som veerende aekvivalente, og han
definerede et reelt tal som veerende en aekvivalens-

klasse af fundamentalfolger.

I lobet af 1800-tallet fik ikke bare tallene, men ogsa
de ovrige begreber som der havde hersket uklarhed
over, de definitioner som vi bruger i dag. For ek-
sempel de komplekse tal som indtil da blev kaldt
imagineere tal og opfattet som sadanne. De opstod i

renzessancen i forbindelse med lasning af tredie-
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gradsligninger. I en lesningsformel kunne der fore-
komme negative tal under kvadratrodstegn, men
hvis man regnede med disse tal (af formen a +
bV(-1)) som om de var tal, sa kunne de forsvinde
igen, og i sa fald var resultatet virkelig en losning til
ligningen. Og begreber som greenseovergang, konti-
nuitet, differentiabilitet og integral fik preecise defi-
nitioner. Den almindelige opfattelse var, at matema-
tikken kan forsynes med et helt tilfredsstillende fun-
dament. Graekerne havde taget det forste og veesent-
lige skridt: man udgar fra definitioner og aksiomer
(altsa seetninger som vedtages, men som ikke bevi-
ses), og sa betjener man sig af nogle logiske slut-
ningsregler. Det er bare et spergsmal om at praeci-
sere definitionerne og aksiomerne og de logiske
slutningsregler, og ikke mindst at give en klar defi-
nition af hvad et bevis er. Men der var problemer
som var begyndt at spage. For graekerne var de na-
turlige tal genstande som kan stilles op pa en rekke
der kan fortseettes i det uendelige, men de kendte
som sagt ikke til begrebet "meengden af de naturlige
tal" - den maengde som vi betegner N. At en samling

af genstande kan veere uendelig - og saledes en
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storrelse i sig selv - blev afvist med den begrundel-
se, at det strider imod at "Det hele er storre end en
del af det", som et af aksiomerne i Euklid lyder. For
man vidste selvfolgelig at der kan etableres en kor-
respondance mellem alle de naturlige tal og en del
af disse, for eksempel de lige tal eller primtallene.
Ifolge Aristoteles kan "det uendelige" kun veere po-
tentielt, men ikke aktuelt: en (endelig) samling kan
successivt udvides, men det har ikke mening at tale
om en uendelig samling i sin helhed. Denne opfat-
telse fastholdt teologen Aquinas (1200-tallet) og og-
sa Galilei (omkring ar 1600), men kirkefaderen Au-
gustinus (omkring ar 400 e.Kr.) anerkendte de na-
turlige tal som en aktuel uendelighed (i sit hoved-
veerk "Gudstaten"). Men man kunne jo have defi-
neret det uendelige som en storrelse der er saledes
at "det hele har samme storrelse som en del af det".
Hvis man accepterer det uendelige i denne forstand,
sa vil det veere en kendsgerning at det uendelige
kan deles op i flere dele som hver er uendelig. Men
hvad med Hippias' opdeling af spillets raekke i uen-
deligt mange uendelige dele? Vi har hert at Hippias
og Pythagoras for at blive helt sikre i deres sag,
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skrev talpar fra spillets raekke op i lodrette kolonner,
og konstaterede, at kolonnerne kan fortseettes nedad
i det uendelige og at ogsa raekken af kolonner kan
fortseettes imod hajre i det uendelige, og at disse
reekker er disjunkte. Denne opdagelse - som (med
vores dages sprogbrug) betyder at der er etableret
en bijektiv afbildning fra N til NxN - matte virkelig
seette graeekeren gra har i hovedet, og bekraefte ham i
hans skreek for det uendelige, fordi den ikke bare
siger at en uendelig lille del af det hele har samme
storrelse som det hele, men at to storrelser af for-
skellig art kan have samme storrelse. Graekeren ville
blive bekreeftet i sin opfattelse, at storrelser som N
og NxN ikke eksisterer. Men vi lader ham ikke slip-
pe sa let: et liniestykke L og kvadratet pa L eksiste-
rer, og hvad vil han gere hvis vi preesenterer ham
for en bijektiv afbildning fra L til kvadratet pa L?
Den vil vise at disse to sterrelser er af samme art.
Graekeren ville sige, at denne logiske modsigelse
kommer af at vi opfatter L og kvadratet pa L pa en
forkert made, idet vi opfatter dem som "maengderne
af deres punkter". Den forste pastand - den bijektive

afbildning fra N til NxN - kan visualiseres saledes:
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A

For at kunne forklare en sadan tilsyneladende mod-
sigelse, m& man altsa fa en idé af den slags som er
indlysende nar man forst har fdet den, men som ik-
ke kan siges at ligge lige for. En bijektiv afbildning
fra L til LxL kan konstrueres saledes: Hvis vi har et
ciffersystem, sd kan vi som sagt til enhver cifferfolge
af formen 0,... knytte et punkt pa L, og omvendt.
Hyvis et punkt pa L svarer til cifferfelgen 0,..., sa kan
vi ud fra den danne to cifferfolger, den ene bestden-
de af cifrene pa de ulige pladser og den anden be-
stdende af cifrene pa de lige pladser. Disse to ciffer-
folger bestemmer et punkt i kvadratet pa L. Og om-
vendt bestemmer et punkt i kvadratet pa L to ciffer-
folger formen 0,... som kan seettes sammen til én cif-
ferfolge af formen 0,... og som bestemmer et punkt
pa L. Disse bijektive atbildninger giver os et pro-
blem, thi for os betyder dette at storrelser er af for-
skellig art, at der ikke findes nogen bijektiv afbild-

ning fra den ene til den anden, men i denne for-
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bindelse ma N og NxN siges at veere af forskellig art,
og L og kvadratet pa L er da klart af forskellig art.
Hvordan skal vi definere begrebet "art" i denne sam-
menheeng? For graekeren betod dette at storrelserne
A og B er af samme art, at de "har et forhold til hi-
nanden", og dette betod at de "ved at mangfoldig-
gores kan overga hinanden": der findes naturlige tal
m og n saledes at A er indeholdt i mB og B er inde-
holdt i nA. For at begrebet art kan have en mere na-
turlig mening, ma vi altsa veenne os af med vores
aritmetiske teenkemade, og vende tilbage til den
geometriske teenkemade, idet vi ma gere brug af

parallelforskydning.

De to bijektive afbildninger er (som alt andet i
maeengdelaeren) maengder, og de kan maske overras-
ke os forste gang vi meder dem, men nar vi har
veennet os til dannelse af uendelige meengder, vil vi
opleve dem som harmlese. Men vi kan fortseette
med at danne uendelige maengder, og se hvornar vi
begynder at blive usikre. For en meengde M, kan
man danne "meengden af alle delmaengder af M".

Den kaldes potensmeengden af M og betegnes P(M)
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eller ZM, hvor 2 = {0, 1}, idet meengdeproduktet af {0,
1} taget M gange er det samme som en funktion f(m)
fraMind i {0, 1}, og en sddan er det samme som en
delmeengde af M, nemlig maengden af de elementer
m i M for hvilke f(m) = 1. Her opstar et eksistenspro-
blem: hvordan kan en delmeengde konkret se ud?
Men dette eksistensproblem er det samme som ek-
sistensproblemet for uendelige cifferfelger, for i til-
feeldet M = N er en delmaengde det samme som en
cifferfolge af formen 0,... i det binzere talsystem:
delmeaengden A svarer til cifferfelgen hvor det n-te
ciffer er 1 hvis n tilherer A og ellers 0. Og da disse
cifferfolger star i bijektiv korrespondance med
punkterne pa et liniestykke L, har maengden P(IN)
den samme maegtighed som mangden af punkter
pa et liniestykke, og eksistenssporgsmalet for en
delmeengde af N er derfor det samme som eksis-
tenssporgsmalet for et punkt pa et liniestykke. Det
kan diskuteres hvorndr en delmeengde af M eksis-
terer, men der synes ikke at veere grund til at seette
sporgsmal ved dannelsen af meengden P(M) af alle

delmaengder af M.
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Men hvad nu med den folgende meengde? I enhver
leerebog i matematisk analyse kan man finde denne
setning, som giver to betingelser der kan bruges
som definition af at en reel funktion f(x) er konti-

nuertix=t;

Satning Lad f(x) veere en reel funktion af x som er
defineret i intervallet ]a, b[ og lad t veere et tal i ]a,
b[, da er felgende to betingelser ensbetydende:

1. For ethvert € > 0 findes et 0 > 0, saledes at Ix - t| <
O medferer |f(x) - f(t)| <e.

2. For enhver talfolge ty bty by .. i ]a, b[ som konver-
gerer imod t, geelder at den tilsvarende folge af
funktionsveerdier {(t,), f(t,), f(t,), ... konvergerer
imod f£(t).

Bevis At 1 = 2 er let at se. For at se at 2 = 1, antager
vi at 1 ikke geelder og udleder en modstrid. Da 1 ik-
ke geelder, findes et tal € > 0 sdledes at der indenfor

enhver (nok sa lille) omegn af t findes tal x for hvil-
ke I£(x) - £(t)| > &. Vi kan derfor veelge tal t;, t,, t,,

i]a, b[ saledes at It, -tl <1og If(t)) - f(t)| > ¢, It, -t
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<1/2 og lf(t,) - f(t)| > ¢, Ity -t <1/3 og If(t,) - £(t)| >
¢, og sa videre. Da vil talfelgen t, bty by konverge-
re imod t, men talfelgen f(t, ), f(t,), f(t;), ... konverge-

rer ikke imod £(t), og dette strider imod forudsaet-

ningen at 2 geelder.

I beviset er stiltiende gjort brug af denne seetning,
kaldet udvalgsaksiomet: "For en maengde af ikke-
tomme meengder kan man velge et element i hver
af meengderne." Eller udtrykt mere korrekt: "For en
maeengde M af ikke-tomme maengder findes en funk-
tion u: M — "foreningsmeengden af maengderne i M"
saledes at det for enhver meengde N i M geelder at
u(N) tilherer N." Men hvordan kan man pasta at en
sadan funktion findes, nar man ikke har konstrueret
den? Hvis den reelle funktion f(x) er bygget op af
elementaere funktioner, sa kan man konstruere tal-

folgen ty bty by de rationale tal kan som sagt num-

mereres, og i hver af de pageeldende ikke-tomme
meengder kan man veelge det rationale tal som har
det laveste nummer. Men funktionen f(x) kan ud-

taenkes sadan, at man ikke kan bevise at der er ra-
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tionale tal i hver af de ikke-tomme maengder af reel-
le tal. Sa vi kan med fuld ret haevde, at seetningen
om kontinuitets-betingelsen er ugyldig. Udvalgs-
funktionen u er (som enhver anden funktion) en
maeengde, og vi kan heevde at denne maengde ikke

eksisterer.

Men nu til det lovede bevis for at punkterne pa et
liniestykke (for eksempel) ber tilskrives en storre
meegtighed end N. Det er en kendsgerning, at en
matematisk genstand forst eksisterer som en kon-
kret ting, nar den er fastlagt ved en klar og entydig
beskrivelse, og i sa fald kan vi sige at genstanden

er beskrivelsen, idet vi dog betragter beskrivelser
som akvivalente nar de fastleegger den samme gen-
stand. Da der kun kan veere teellelig mange beskri-
velser, har en matematisk teori kun teellelig mange
konkrete genstande. Men denne kendsgerning kan
godt forenes med den opfattelse, at der findes hojere
grader af uendelighed end det teellelige. Punkterne
pa liniestykket L kan som sagt identificeres med cif-
ferfolgerne af formen 0,..., og vi lader ciffersystemet

veere det bineere system. Hvis vi antager der findes
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en bijektiv afbildning fra N til L, sa svarer denne
afbildning til at vi har opstillet alle cifferfelgerne af
formen 0,..., pa rad og reekke. Nu danner vi en cif-
ferfolge af formen 0,... pa folgende made (Cantors
diagonalbevis): forste ciffer efter kommaet er det
modsatte af det forste ciffer i den forste cifferfolge,
andet ciffer er det modsatte af det andet ciffer i den
anden cifferfolge, og sa videre. Denne cifferfolge er
forskellig fra alle cifferfolgerne i raekken, sa derfor
er vi ndet frem til en modstrid, sa meengden af
punkterne pa liniestykket er altsa ikke numerabel.
Men dette bevis behover ikke at genere os: I virke-
ligheden er meengden af punkterne pa liniestykket
numerabel, men det er i en seerlig forstand: det er
kun de beskrivelige punkter som eksisterer, og da en
beskrivelse er endelig kan beskrivelserne ordnes pa
rad og reekke, men for det forste er denne konstruk-
tion ikke matematisk, men meta-matematisk - den fin-
der sted i et andet sprog end den matematiske teoris
eget sprog - og for det andet kan ordningen ikke
fuldferes, af samme grund som at en ordbog ikke
kan fuldferes, sa derfor har vi ikke konstrueret en

bijektiv afbildning fra N til L i den matematiske teori
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- en sadan findes ikke. Og derfor forestiller vi os at
punkterne pa L har storre maegtighed end meengden

af de naturlige tal.

Der eksisterer med andre ord punkter pa et linie-
stykke som ikke er beskrivelige, men de er uspecifi-
cerede: deres beskrivelse indeholder variable. Den

ovennaevnte talfolge t,t, by er af samme natur

som de ikke-beskrivelige punkter, og den skal for-
stas pa folgende made: For ethvert naturligt tal n
gaelder (ifolge antagelsen) at maengden af reelle tal s
saledes at |s - tl <1/n og If(s) - f(t)| > € er ikke-tom.
Ifolge udvalgsaksiomet kan veelges et tal i hver af

disse meengder, lad t, t), ty, ... veere et sadant valg,
da geelder at t,t, ty ..eren talfolge som konver-
gerer imod t, séledes at talfelgen f(t,), £(t,), f(t;), ..
ikke konvergerer imod £(t). Talfelgen t, bty by

optraeder ikke som konkret genstand, men som va-
riabel, nemlig som knyttet til eksistens-kvantoren. Og
herefter anvendes al-kvantoren, idet det siges at en-

hver af disse variable genstande {tl, t, ty ...} eren
talfolge konvergerende imod t saledes at talfalgen
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f(t)), £(t,), £(t;), ... ikke konvergerer imod f(t). I dette

tilfeelde er den genstand som man har brug for, til-
feeldigvis identisk med den genstand som man har
postuleret eksisterer. Normalt vil man ud fra den
eksisterende genstand konstruere en ny genstand og
vise at denne opfylder en bestemt betingelse, sa ved
man at der eksisterer en genstand som opfylder
denne betingelse. Men genstanden eksisterer ikke
nodvendigyvis i virkeligheden. Den er godt nok kon-
strueret ud fra en eksisterende genstand, men denne
genstand er kun postuleret, men ikke konstrueret.
Hvis den ikke er konstrueret, men kun kan takke et
aksiom for sin eksistens, sa eksisterer den kun i en
form indeholdende variable, med mindre at det kan
bevises at der kun eksisterer én genstand som opfyl-
der betingelsen. I sa fald eksisterer genstanden i vir-
keligheden, idet den er den bestemte genstand som
opfylder den og den betingelse, og sa er den hand-
gribelig i bogstavelig forstand, den er nemlig en
term uden frie variable (hvis der kun findes endeligt

mange genstande som opfylder betingelsen, sa bor
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man betragte dem som eksisterende, selvom man

ikke kan skelne imellem dem).

I en formal teori er genstandene tegnstrenge. En for-
mal teori bygger pa den erkendelse, at det afgoren-
de ikke er hvordan matematikkens genstande kon-
kret defineres, men alene deres egenskaber og rela-
tioner til andre genstande - ting som kan udtrykkes i
formler. Der var forst og fremmest Cantor som med
sine revolutionerende ideer om maengders eksis-
tens, ma siges at teenke i klart formale baner. Men
formalismens fader er Hilbert. Han havde "opdate-
ret" Euklids "Elementerne"”, og han kaldte naturlig-
vis genstandene i sin teori for "punkter”, "linier",
"planer”, ..., men han sagde, at han ogsa kunne have
kaldt dem "borde", "stole", "vaser", .... Hilbert havde
dog den opfattelse, at enhver matematisk teori ma
afspejle virkeligheden - denne opfattelse var enera-
dende pa hans tid. Den forste helt konsekvente for-
malist var Curry, som i 1930-erne proklamerede at
matematik er ren manipulation med tegn som ikke
behgver at have nogen relation til "virkeligheden". I

en formal teori starter man med et seet af tegn og et
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seet af regler for hvordan tegnene kan sammensaettes
til tegnstrenge (se Appendiks 3). Der er to typer af
tegnstrenge: termer som er de matematiske genstan-
de og udsagn som er pastande om termer. Nogle ud-
sagn er "sande" per definition, de kaldes teoriens ak-
siomer. Ved hjeelp af et seet af logiske slutningsregler
kan man ud fra aksiomerne danne "sande" udsagn.
Et udsagn som er sandt i denne forstand, kaldes et
teorem. Et teorem forekommer (til slut) i et bevis, som
er en reekke af udsagn dannet successivt efter slut-

ningsreglerne.

Pa den tid (slutningen af 1800-tallet) hvor Cantor
teoretiserede over hvordan en maengde kan se ud og
hvor Hilbert indferte den formale teenkemade,
grundlagde Frege den matematiske logik. For eksem-
pel skelnede Frege imellem dette at fremsette et ud-
sagn og at heevde det, altsa at sige at det er sandt. Og
han erstattede det aristoteliske begreb "preedikat"
med "udsagn med en fri variabel", sdledes at hvis
p(x) er udsagnet "x er et grundstof”, sa betyder dette
at "infamium er et grundstof" at p(x) = sand nar x =

infamium. Og Frege udformede meengdelaeren sa
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den horte ind under logikken - en opfattelse som
kaldes logicismen. Her er udgangspunktet "en sam-
ling af individer", og den kan besta af "alle ting i he-
le verden". I logicismen defineres et naturlig tal n
som "meengden af de maengder som har n elemen-
ter", idet det er forklaret hvad det vil sige at en sam-
ling bestar af n genstande. Ulykkeligvis var der en
ting som Frege havde overset, hvilket beted at man
kan udlede en logisk modsigelse af hans system. Det
var Russell som gjorde opmaeerksom pa modsigelsen.
Russells paradoks lyder: Har "maengden af alle maeng-
der der ikke har sig selv som element" sig selv som
element? Russell og Whitehead udgav i arene 1910-13
trebindsveerket "Principia Mathematica", som er et
(neesten) uangribeligt fundament for meengdeleeren,
og som bygger pa logicismen. Det viste sig dog at
Russells system er unedigt besveerligt, sa det blev et
andet aksiomsystem som med tiden blev det fore-
trukne, nemlig Zermelo-Fraenkels aksiomsystem - det

betegnes ZF.

Imidlertid var der i begyndelsen en voldsom mod-

stand imod den formalistiske kurs. Den kom fra de
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sakaldte intuitionister, som talte nogle af tidens fo-
rende matematikere. Intuitionisterne holdt fast ved
graekernes opfattelse af matematikkens genstande:
1. kun endelige maengder eksisterer, en maengde kan
successivt udvides, men den kan ikke veere uendelig,
og 2. en matematisk genstand eksisterer forst nar
den er konstrueret ved en handgribelig procedure,
man kan ikke bare postulere at den eksisterer, og
ngjes med at bevise at postuleringen ikke kan give

anledning til en logisk modsigelse.

Det blev Hilberts formalistiske kurs som gik af med
sejren. Men der er nogle betingelser som ubetinget
ma opfyldes, mente Hilbert. Nemlig: 1. ethvert sandt
udsagn ma kunne bevises, 2. teorien ma bevises at
veere modsigelsesfri, og 3. teoriens (intuitive) "uni-
vers af genstande" ma veere bestemt ved den formale
teori - eller sagt med andre ord: den formale teori
ma kun have én model. Disse krav er opfyldt for den
euklidiske geometri. At de er opfyldt for aritmetik-
ken og maengdeleeren, forsggte Hilbert og andre at
bevise ved omhyggeligt at studere den matematiske

reesonneren. Men sagen trak i langdrag, og i 1931
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rystede Godel verden ved at bevise at ingen af Hil-
berts tre krav kan opfyldes: 1. der vil altid veere ud-
sagn som er sande, men som ikke kan bevises, 2.
meengdeleeren (og aritmetikken) kan ikke bevises at
veaere modsigelsesfri og 3. meengdelaeren (og aritme-
tikken) har mere end én model (faktisk uendelig

mange).

Ad 1: At der er sande udsagn som ikke kan bevises
er der ikke noget meerkeligt i, for udgangspunktet er
et endeligt antal aksiomer som man er naet frem til
igennem erfaringen, og man kan ikke forvente at alt
hvad der er sandt kan bevises ud fra et system givet
én gang for alle: af og til ma man medtage et nyt ak-
siom. Goldbachs formodning er det mest elementeere
eksempel pa et udsagn som er sandt, men som mas-
ke ikke kan bevises ud fra de seedvanlige aksiomer.
Formodningen siger at ethvert lige tal er summen af
to primtal, for eksempel er 10=3 +7 =5+ 5. Hvis
formodningen ikke kan bevises ud fra de seedvanli-
ge aksiomer, sa kan vi nemt finde et nyt aksiom som
gor det muligt at bevise formodningen, nemlig for-

modningen selv. Da formodningen kan siges med
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sikkerhed at veere sand, vil det nye aksiom ikke
kunne give anledning til en logisk modsigelse. Men
det vil forst veere rigtigt at medtage et nyt aksiom,
nar det er bevist at Goldbachs formodning ikke kan
bevises (se Ad. 3).

Der er to aksiomer som man af og til ger brug af,
men som normalt ikke er nedvendige: Det ene er
udvalgsaksiomet som vi lige har omtalt, og som
siger, at hvis man har en meengde af ikke-tomme
meengder, sa findes en funktion som til enhver af
maengderne knytter et element i meengden. En sa-
dan funktion kan vaere umulig at konstruere hvis
der er uendelig mange meengder, i sa fald ma funk-
tionen postuleres, og dette far vidtreekkende kon-
sekvenser, idet det forer til at seere maengder eksis-
terer. Ifolge udvalgsaksiomet findes en funktion
som til enhver ikke-tom delmaengde af de reelle tal
knytter et element i den. Nar en sddan funktion u er
givet, kan man danne en uendelig folge af reelle tal:
det forste er t; = u(R), det naeste er t, = u(R\({t,}), det

neeste er t, = u(R\{t,, t,}), og sa videre. Nar de
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naturlige tal er sluppet op, fortseetter man: t; =

u(R\ ft, t, ty ), tpgeg = WEME, by, ty eyt ), oo

Proceduren kan fortseettes saledes at alle de reelle tal
kommer med - de reelle tal kan med andre ord op-
stilles pa en reekke der uendelig mange gange nar
forbi uendelig. Der er etableret en ordensrelation «
pa de reelle tal: for to reelle tal a og b geelder enten a
« b eller b « a. Og denne ordensrelation er en velord-
nethedsrelation, hvilket vil sige, at enhver delmaeng-
de har et forste element med hensyn til «. Udvalgs-
aksiomet er ensbetydende med velordnethedssaetningen,
som siger at enhver meengde kan forsynes med en

velordnethedsrelation.

Det andet aksiom som man af og til medtager, er
kontinuum-hypotesen, som siger, at der ikke findes
nogen meengde hvis meegtighed er storre end maeg-
tigheden af de naturlige tal og mindre end meegtig-
heden af de reelle tal - eller mere generelt: for en
uendelig meengde M findes ingen maengde som har
storre meaegtighed end M og mindre meegtighed end
P(M). Kontinuum-hypotesen kan bevises at veere

uaftheengig af de saeedvanlige aksiomer, sa man kan
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altsa medtage et aksiom som er en negation af kon-
tinuum-hypotesen, og det kan for eksempel lyde:
"For enhver uendelig maengde M findes en maengde
A som har storre meegtighed end M og mindre
meegtighed end P(M)."

Ad 2: Meengdelaeren kan ikke bevises at veere mod-
sigelsesfri. Det kan ske en dag at et kvikt hoved ud-
leder en logisk modsigelse ud fra de seedvanlige ak-
siomer, men ingen tror pa at det vil ske. Russells
made at redde Freges teori pa, var at indfere en ty-
pe-inddeling af maengderne: et element i en maeng-
de ma tilskrives en anden (lavere) type end maeng-
den selv - sa er "maengden af alle maengder der ikke
har sig selv som element" udelukket. Russell indfer-
te et uendeligt hierarki af typer, men senere opdage-
de man at man kan udelukke paradokser ved at
skelne imellem meengder og klasser, idet en klasse
ikke kan veere element i noget (eller hvis den kan, sa
er dette noget en klasse af en hgjere orden). Men
Zermelo-Fraenkels aksiomsystem bygger pa en gan-
ske enkel idé: Hvis man har et udsagn p(x) med en

fri variabel x, sa er problemet "maengden af alle x
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saledes at p(x) (er sand)", men man kan forhindre
paradokser ved at kraeve at denne maengde er inde-
holdt i en i forvejen dannet meengde. Hvis man altsa
har dannet maengden A, sa eksisterer "meengden af

de elementer x i A saledes at p(x)" - den betegnes {x

e Al p(x)}.

Ad 3: Maengdelaren kan have flere modeller. Denne
kendsgerning er bade nyttig og nedvendig. Den er
nyttig blandt andet pa den made at der findes mo-
deller for meengdeleeren hvor maengderne har infini-
tesimale elementer. Dette betyder at differential- og
integralregningens infinitesimale storrelse som nor-
malt betegnes dx og dy, kan bringes til at eksistere,
saledes at man kan jonglere med disse ting uden he-
le tiden at skulle bruge det besveerlige begreb graen-
seovergang (se Appendiks 3). Ud fra den intendere-
de model for ZF (standardmodellen), kan man kon-
struere en ikke-standardmodel for ZF - den er den
intenderede model for en udvidelse af ZF som be-
tegnes *ZF. Enhver formal teori har uendeligt man-
ge modeller som kun har nummerabelt mange gen-

stande. En sddan model konstrueres pa folgende
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made: for et udsagn p (uden frie variable) saledes at
p hverken kan bevises eller modbevises, medtages
et af udsagnene p eller non-p som aksiom, og denne
procedure fortseettes i det uendelige, sa har man en
model for den oprindelige teori, idet enhvert ud-
sagn er enten sandt eller falsk. I en model for en for-
mal teori er sandhedsbegrebet nemlig vores seed-
vanlige opfattelse af sandhed (korrespondens-sand-
hed): en pastand er sand nar den er en kendsgerning
(det vil sige i overensstemmelse med et forhold i vir-
keligheden), og en pastand er sdledes altid enten
sand eller falsk. Et teorem er selvfglgelig sandt i en-
hver model, men det omvendte geelder ogsa (det be-
viste Godel): hvis et (formalt) udsagn er sandt i en-
hver model, sa er det et teorem - sa findes der altsa et
bevis. Hvis Goldbachs formodning ikke kan bevises,
findes en model for aritmetikken saledes at der i
denne model er et lige tal som ikke er summen af to
primtal, men i denne model er der "naturlige tal"
som ikke er seedvanlige naturlige tal: de er storre
end ethvert seedvanligt naturligt tal (Appendiks 3).
Det er ved at konstruere en model for aritmetikken

hvori der er et lige tal som ikke er summen af to
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primtal, at man ville bevise at Goldbachs formod-
ning ikke kan bevises. S i lyset af den indsigt der
kom frem, kan man sige at Hilberts krav var tabe-

lige.

I Zermelo-Fraenkels aksiomsystem for maengdelee-
ren er der 9 (eksplicitte) aksiomer som fastleegger
hvilke meengder der kan dannes ud fra allerede
dannede mangder. To af aksiomerne lyder: hvis
man har en meengde A, sa eksisterer den maengde
der har A som eneste element, den betegnes {A}, og
hvis man har to meengder A og B, sa eksisterer for-
eningsmaengden af A og B. Det mest brugte aksiom
er det ovennaevnte som siger, at hvis man har en
meengde A og et udsagn p(x) med en fri variabel x,
sa eksisterer {x € A | p(x)}. Ud fra disse tre aksiomer
kan vi konstruere de naturlige tal: Vi forudseetter
der er en meengde M. Lad udsagnet p(x) veere "x #
x". 54 folger at {x € M | x # x} eksisterer, men den
har ingen elementer, den kaldes den tomme maeeng-
de og betegnes J. Nu kan vi successivt definere de
naturlige tal: Tallet 0 defineres som meengden I,

tallet 1 defineres som meengden {0}. Tallet 2 define-
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res som "foreningsmeengden af 1 og {1}", altsa
mengden {0, 1}. Tallet 3 defineres som "forenings-
meaengden af 2 og {2}", altsa meengden {0, 1, 2}, og sa
videre. Tallet n er altsd en maengde med n elemen-

ter, nemlig tallene fra O tiln - 1.

Et naturligt tal n defineret pa denne made har disse
to egenskaber: 1. ethvert element i n er en delmaeng-
de af n, og 2. ordensrelationen pa n bestemt ved
mengdeinklusion er en velordnethedsrelation pa n.
Hvis man har en endelig meengde M og en bijektiv
afbildning fra M til det naturlige tal n, sa bestemmer
denne afbildning en orden af M's elementer, idet
tallenein=1{0, 1, 2, ..., n-1} optreeder som ordenstal
eller ordinaltal. Ses bort fra den konkrete afbildning,
sa gives den information at M har n elementer: n
optraeder som meegtighedstal eller kardinaltal. Et
generelt ordinaltal o0 er en maengde som har de
naevnte to egenskaber (Cantor, 1883). Det forste
ordinaltal lige efter alle de naturlige tal betegnes w,
oger N={0, 1, 2, ...}, de neeste ordinaltal betegnes
wtl, wt2, w+3, ..., og efter alle disse kommer w+w =

2w, og sa videre. Ethvert ordinaltal er meengden af
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de foregaende ordinaltal: n=10,1, 2, 3, ..., n-1}, =
{0,1,2, ..}, o+1={0, 1, 2, ..., @}, .... Til enhver vel-
ordnet maengde svarer et entydigt bestemt ordinal-
tal saledes at der er en bijektiv afbildning fra meeng-
den til ordinaltallet som bevarer ordensrelationen.
Et generelt kardinaltal er et ordinaltal som ikke er

meaengde-akvivalent med et mindre ordinaltal - et

naturligt tal n og w er kardinaltal, men w+n og w" er
ikke kardinaltal, disse meengder er meengdeaekvi-
valente med w. Til ethvert ordinaltal o er der et
storste kardinaltal som er indeholdt i o. Hvis der er
en bijektiv afbildning fra meengden M til kardinal-
tallet K, er K entydigt bestemt og kaldes M's kardi-
naltal og betegnes #(M). Udvalgsaksiomet er som
sagt ensbetydende med at enhver meengde M kan
velordnes, og nar en velordnethedsrelation veelges,
fas et entydigt bestemt ordinaltal, og dermed ogsa et
kardinaltal, og dette kardinaltal er uatheengigt af or-
densrelationen. Medtages udvalgsaksiomet ikke,
kan man ikke ngdvendigvis sammenligne to maeng-
der med henblik pa meegtighed, det kan man der-
imod nar udvalgsaksiomet medtages. Ogsa kontinu-

um-hypotesen bor medtages hvis man pa en elegant
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made vil kunne handtere meengders maegtighed -
den siger som sagt at der for enhver uendelig
meangde M ikke findes nogen maengde som har
storre meegtighed end M og mindre meegtighed end
P(M). Dette betyder at alle kardinaltallene er folgen-
de: forst 1, 2, 3, ..., herefter #(IN) som betegnes ¥,
(aleph 0), herefter #(P(N)) som betegnes ¥, (aleph 1)

eller 2N°. Til ethvert ordinaltal o svarer et kardinaltal

X,, 0g der geelder 2N° = Ro41, €ller: hvis #(M) = &, er
#(P(M)) = Rou1.

I Appendiks 3 vil vi indfere de reelle tal (og regne-
operationerne) pa to mader: dels som en del af
meengdelaeren ved at bygge videre pa konstruktio-
nen af N, og dels aksiomatisk som en selvsteendig
teori, idet vi opremser de grundleeggende regler

som vi folger nar vi arbejder med reelle tal.



Iagttagelser

1 Andengrads-ligningen x? - x - 1=0, har to losnin-
ger:g=(1+ \5)/2 (= 1,61803...) og1-g(=-0,61803...).
Tallene g og g - 1 (= 0,61803...) er hinandens inverse,
og de kaldes begge "det gyldne snit". Ligningen X2 -
x—1=Okanogséskrivesx2=x+1 ogx=1+1/x,sag
er ogsa karakteriseret ved g2 =g+logg=1+1/g.
Tallet g er irrationalt, for hvis g var rationalt, g = p/q
(uforkortelig), var p2 =pq+ qz, og sa ville p og q

have de samme primfaktorer.

I det folgende lader vi [x] for et reelt tal x veere den
hele del af x (altsa det storste hele tal < x). Vi danner
to uendelige reekker af naturlige tal - kaldet a-raek-

ken og b-reekken:
a_=[nglogb =[n(g+1)](n=123..)

Dal/g+1/(g+1)=1, felger at de to reekker kom-
pleterer hinanden: ethvert naturligt tal vil tilhore
preecis én af reekkerne (det vises i 8). Og desuden

har reekkerne den egenskab atb_-a_=n. De to
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reekker kan skrives som en reekke af talpar (a_ b )

(n=1,2,3,..), og denne reekke er "spillets reekke",
for da forholdet mellem de lange og korte fliser i

Den gyldne Allé er g, er a_ (det forste tal i talpar

nummer n) givet ved Hippias' tolkning af Pythias

svar

a
t]afalalsfe[7]a]o]

1 2 | 3 | ] 3 &
n

2 Vinderstrategien er illustreret i dette diagram:
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123 45 6 7 8 210111213141516171819202122

= b2 b e b SN

Hvert felt er en stilling i spillet - sort nar stillingen
tilhorer spillets raekke. Da bunkernes orden er uden
betydning, kan tallene i talparrene ombyttes, derfor

symmetrien omkring linien y = x.
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At fore stillingen ind i spillets reekke, svarer til at
komme fra et hvidt felt til et sort, og det kan altid
ske ved kun ét treek (hvis stillingen ikke er der i for-

vejen) - og ofte pa mere end én made.

Bevis Vi antager at parret (m n) er en stiling hvor m
<n. For m er der to muligheder: m tilhorer b-reekken
eller m tilhorer a-reekken. Hvis m tilhorer b-reekken,
er n storre end det til b herende a, og vi kommer ind
i spillets reekke ved at treekke n - a fra n. Hvis m til-
horer a-reekken, er der tre muligheder: 1. n er storre
end det til a herende b, i sa fald treekkes n - b fra n.
2.ner lig med det til a herende b, i sa fald er stil-
lingen i spillets reekke. 3. n er mindre end det til a
horende b, i sa fald dannes det til r = n - m herende

tal i a-reekken a , og tallet m - a_treekkes fra bade m
og 1, sa fas parret (a_ a_+1)=(a_ b )1ispillets reek-
ke]

Spillet er sikkert a2eldgammelt. Dets reekke blev fun-
det af Wythoffi 1907. Han konstruerede den pa sam-

me made som Hippias i hans konstruktion uden

brug af Den gyldne Allé (side 30). Forst bagefter op-
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dagede Wythoff at reekken kan konstrueres ved
hjeelp af det gyldne snit.

3 Hvis vi fra et sort felt (over diagonalen) spejler i
diagonalen og derefter gar lodret opad vil vi komme
til et (hvidt) felt som er nabo til et sort felt. Hvis vi
ser pa talparrene i reekken som svarer til disse to
sorte felter, ser vi at det andet talpars nummer er det
forste tal i det forste talpar, og at det forste tal i det
andet par er én mindre end det andet tal i det forste

par. Raekken synes at have denne egenskab
a _=b -1
an n
Bevis Det skal visesata_+n-1=a g-¢&'for0<e'<
1, men dette folger af ata_=ng-efor0<e<1, og
g2=g+1,idete'=1-(g—1)8<1.l

Dette er den anden af de mader som Hippias fortal-
te at man kan danne talpar leengere ude i spillets
reekke: Hvis (a b) er et talpar i spillets raekke, sa er

talpar nummer a givet ved (b-1 (b -1) + a).
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Hippias ferste made at danne talpar leengere ude i
spillets reekke lyder: Hvis (a b) er et talpar i spillets
reekke, sa er talpar nummer b givet ved (a+b (a+b)
+b)

a, =a +b
bn n n

Bevis Det skal vises at2a_+n=(a_+n)g-¢ for 0<

¢' <1, men dette folger afata =ng-efor0<e<I,
ogg2=g+1, idet e'=e(2-g)< 1]

Denne egenskab ved flisereekken kan illustreres

saledes
= = [m]
1 | 2 l_ 3 | g 3 | [ l_ T | 8 9 | 10 | 11 |
1 | 2 | 3 4 | 3 | [ | 7 |
n =

4 Hvis altsa (a b) er et talpar i spillets reekke, og
hvis (a' b') er talpar nummer b i spillets reekke, da er
a'=a+bogb'=a'+b. Denne procedure kan (som
Hippias fortalte) fortseettes i det uendelige. Hvis for
eksempel (a b) er (9 15), kan vi danne den uende-

lige reekke
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9 15 24 39 63 102..

- hvor man kommer til det neeste tal ved at addere
de to foregaende (reekken har "fibonacci-egenska-
ben" - se nedenfor). Nar denne reekke deles op i par,
forekommer disse par i spillets reekke og et pars
nummer er det foregdende tal, altsa det foregaende
pars b-tal. Hvis vi omvendt har et par (a' b') i spil-
lets reekke hvis nummer b er et b-tal, sa vil parret (a

b) med dette b-tal, opfyldea+b=a’(daa' =a,) ogb

+a'=b'. Ved at arbejde os tilbage, kommer vi til
sidst til et par hvis nummer er et a-tal. Et par i spil-
lets reekke hvis nummer er et a-tal, kalder vi primi-
tivt. Det forste par i raeekken ovenfor (9 15) er primi-
tivt, da dets nummer 15 - 9 = 6 er a-tal i et forudga-
ende par, nemlig (6 10). For ethvert primitivt par
kan vi altsa danne en uendelig reekke af naturlige
tal, nemlig den hvor ethvert tal er summen af de to
foregaende, og den kan deles op i par tilherende
spillets reekke. Og ethvert par i spillets raekke vil
forekomme i preecis én sadan raekke. Dette er egen-

skaben omtalt pa side 68.
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Afreglena =a_ +b_folgeratreglena =b_-1

kan formuleres

abn - ban +1

Dette er den egenskab Hippias taler om pa side 32:

"det interessante er...".
5 Det n-te tal i talraekken pa side 52:

112358 13 21 34

- betegnes f . f_er altsa bestemtved f, =1, f,=10g

f . =f +f _.Denne talreekke kaldes Fibonaccis tal-
n+1 n n-1

reekke (efter Fibonacci som levede i 1200-tallet). Den-
ne reekke (uden det forste 1-tal) er raekken frembragt
af det forste primitive par i spillets raekke: (1 2). Der

gelder: £, =) f (iulige<2n)ogf, ., =1+)f (ili-

2n+1
ge < 2n). Og endvidere at

£ /6 =1/ /E)-1)

n+1

Af denne egenskab felger at hvis reekken f ,/f (n=

1,2, 3, ...) konvergerer, sa vil greenseveerdien opfyl-

de ligningen for g: g =1/(g - 1). At reekken konverge-
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rer, folger af at den er en fundamentalfolge (dette

vises i 12 og i Appendiks 1). Raekken f ,/f (n=1,2,

3, ...) konvergerer altsa imod "det gyldne snit".

6 Fibonacciraekken kan (bortset fra det forste 1-tal)
deles op i par som optraeder i spillets raekke, og et
sadant pars nummer vil veere pa en ulige plads i fi-
bonaccireekken. Har man altsa et fibonaccital hvis
nummer er ulige, sa vil de to felgende fibonaccital
danne et talpar i spillets reekke. Men faktisk kan et-
hvert talpar i spillets reekke dannes ud fra fibonacci-
reekken. Ethvert tal, for eksempel 19, kan skrives
som en sum af fibonaccital: 19=13+5+ 1, dem

seetter vi en streg under:
11235813 21 34

Det kan altid gores saledes at den forste streg er pa
en ulige plads og saledes at to streger ikke folger li-
ge efter hinanden. Hvis disse streger rykkes én
plads til hgjre og fibonaccitallene leegges sammen,
sa fas det forste tal i det 19-ende talpar, altsa 1+ 8 +
21 =30, og hvis stregerne rykkes endnu én plads til

hgjre og fibonaccitallene leegges sammen, sa fas det
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andet tal i det 19-ende talpar, altsa 2 + 13 + 34 = 49.
At bevise dette er meget vanskeligt - det synes umu-
ligt at vise ved induktion. Opspaltningen af et tal n
som en sum af fibonaccital fas saledes: den sidste
streg (altsa stregen leengst tilhgjre) seettes under det
storste fibonaccital f <n, den neeste streg seettes un-
der det storste fibonaccital <n - £, og sa videre, hvis
den forste streg er pa en lige plads erstattes den med
streger under hver anden af de foregaende fibonac-

cital (da f, =} f (iulige <2n) - en streg under 8
skal altsa eendres til 112358 ...).

7 Ved at studere pentagrammet kan man se at rela-
tionen mellem en side S og en diagonal D kan illu-

streres saledes
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- hvor den sterste og den mindste trekant er ens-
vinklede. Heraf folger at D/S=S5/(D - S), sa hvis vi
seetter g =D/S, er g=1+1/g, og dette er ligningen
for "det gyldne snit". D/S =5/(D - S) kan formuleres
D?=52+SD - dette er Hippias' andengrads-ligning
pa side .... Nar D/S udregnes ved antanairesis (Ap-
pendiks 1), giver alle divisionerne 1, sa derfor er
Hippias' udtryk for tallet D/S (side 64) korrekt, idet
det i nutidigt tegnsprog ser saledes ud: 1 +1/(1 +
1/(1 +1/(1 +...))) - altsa keedebreken som noteres [1,
1,1,..].

8 Lad A og B veere to rationale tal storre end 1 sale-

des at
1/A+1/B=1
Sa vil de to talraekker

[mMA]m=1,2,3,..

0g
[mB]m=1,2,3, ..

"neesten komplettere" hinanden, forstaet pa den ma-

de at ethvert naturligt tal enten forekommer i den
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ene eller i den anden reekke, men ikke i begge - der
er dog uregelmeessigheder (sma, hvis A og B har
store teellere og naevnere), idet visse tal optreeder i
begge reekker og andre tal ikke optraeder i nogen af

reekkerne. Der geelder nemlig folgende:

For et naturligt tal n er der tre muligheder: 1. For na-
turlige talaogbern=aA ogn=bB-isafaldern=

a+b. 2. n forekommer i den ene raekke, men sa fore-
kommer n ikke i den anden reekke. 3. n forekommer
ikke i nogen af reekkerne, men sa forekommern+1 i

den ene af reekkerne (men ikke i den anden ifolge 2).

Bevis Lad n veere et naturligt tal, og lad a og b veere
de mindste naturlige tal sdledes at n <aA og n <bB.
Lad € og €' (2 0) veere givet ved n+e=aAogn+¢' =
bB. Da er € < A og &' <B, og det mindste af tallene ¢
og €' ma veere < 2, og endvidere er n + (¢/A + €'/B) =
a +b, og dette betyder at ¢/A + &'/B ma veere 0 eller
1.Ere/A+¢e/B=0,ere=¢'=00gn=aA=>bB. Er ¢/A
+¢'/B =1, gaelder at hvis det mindste ¢ er mindre
end 1, sa er det andet ¢ storre end 1, og dette bety-
der, at hvis n forekommer i a-reekken, sa forekom-

mer n ikke i b-reekken, og hvis n forekommer i b-
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reekken, sa forekommer n ikke i a-reekken. Og dette
at det mindste af tallene € og ¢' er <2 betyder, at
hvis n hverken forekommer i a-reekken eller b-raek-

ken, s& forekommer n + 1 i en af reekkerne ||

Hvis A og B er irrationale vil de to talreekker praecis

komplettere hinanden.

Setnu A =g, saer B=g+1 ogvifar den tidligere a-
reekke og b-raekke, og vi har hermed bevist egenska-

bernei1.

Antag at liniestykker altid var indbyrdes kommen-
surable. Da er g (= D/S) et rationalt tal p/q, og det
ma geelde at p korte fliser vil na preecis lige sa langt
som q lange fliser. Betingelsen 1/A +1/B=1, for A =
g og B =g + 1, kan ikke mere veere opfyldt. Sa derfor
kan enhver geometrisk konstrueret raekke af talpar
kun blive en tilnezermelse til spillets reekke. Denne
mulighed foreligger indtil det er blevet bevist, at der
findes liniestykker D og S séledes at 1/A +1/B=1er
opfyldt for A =D/S og B=A + 1. Ligningen indebze-
rer at D og S er inkommensurable, og at D/S er for-

holdet mellem diagonalen og siden i et pentagram.
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Men indtil denne egenskab ved "de gyldne fliser" er
blevet bevist, er Hippias' forste made at danne reek-
ken pa (oraklets svar) kun en tilnaermelse til spillets
reekke. Heraf Athenes ord.

9 Hvor mange korte fliser kan der ligge langs en

veeg i pentagonsalen?

10 Forholdet mellem tilsvarende liniestykker (for

eksempel sider) i pa hinanden folgende penta-

grammer i figuren pa side 45 er 1/g2.

Den korteste vej fra et hjorne til centrum i pentagon-
salen langs (uendelig mange) linier i pentagrammer-

ne er netop leengden af en veeg (man kan benytte at
1+k+K*+K3+..=1/(1-k) for |kl <1fork=1/

g2 (Appendiks 2) eller man kan argumentere geo-

metrisk).

11 Der geelder

f f  =f24(-1)"

n-1'n+tl  n
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forn=2, 3, 4, .... Det kan ses ved induktion (Appen-
diks4):seet H =f .f ., - fnz, da har viatH, =1 og

n-1"n+1
atH . =-H_, formlen er derfor korrekt for n =2, og
n+1 n

hvis den er korrekt for n, er den korrekt for n + 1.

12 Af 11 felger at

Ifn +1/fn - fn/fn_1 | = 1/fn_1frl
Om endvidere at

_ +1
f /fn B fr1-1/fn-2 - (_1)n /fnfn-Z

n+1

Heraf folger at tallene f__,/f vokser for n ulige og

aftager for n lige. Og da afstanden mellem de to

talfelger (n ulige og n lige) kan gores vilkarlig lille,

erf /f (n=1,2,3,..)en fundamentalfolge, og har
n+l''n

derfor en greenseveerdi, det tal har vi kaldt g. Vi har

altsaf_/f <gfornuligeogg<f ./t fornlige.

For alle n geelder
Ifn - fn_lgl < 1/fn
Dette er Pythagoras' pastand pa side 59.
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13 For et naturligt tal n forestiller vi os at n forskelli-
ge objekter stilles pa rad og raekke. Vi tillader nu
ombytning af naboobjekter. Eksempel: n =5, oprin-
delig reekke 15423, reekke med ombytninger 15432
eller 51243. Ved hele tiden at udga fra den oprin-

delige reekke, kan dannes ialt f | raekker (den op-

rindelige reekke er inkluderet). Det kan ses ved in-
duktion nar man udnytter, at antallet af ombytnin-
ger er lig antallet af ombytninger hvor det sidste
objekt bliver staende plus antallet af ombytninger

hvor de to sidste objekter bytter plads.

Af denne egenskab ved f_(anvendt pdm+n-1

objekter delt op i m - 1 og n objekter) folger at

f =t f +f ¢

m+tn m-1n "mn+l
specielt

f2r1 - fn(fn—l + fn+1)

Af den forste formel folger, at hvis m gar opin, sa

garf opif (skrivn=km ogbenytinduktion med

hensyn til k).
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For to naturlige tal m og n betegner sfd(m, n) deres
storste feelles divisor, altsa det storste naturlige tal
som gar op i bade m og n. m og n er indbyrdes
primiske hvis sfd(m, n) =1.

To pa hinanden folgende fibonaccital f ogf ,, er

altid indbyrdes primiske (dette kan ses ved induk-
tion: 1. f, og f, har ikke feelles divisorer, og 2. hvis

f ogf ., ikke har feelles divisorer, sahar f , og
f =1 +f . hellerikke feelles divisorer). Mere ge-

nerelt gaelder at hvis m og n er indbyrdes primiske,

saerf ogf indbyrdes primiske. Det folger af den-

ne smukke formel

Sfd(fm’ fn) - fsfd(m, n)

Bevis Af formlen ovenfor for f__ , ses (nar den an-
vendes forn=km +r) at sfd(f , £ )=std(f_, f).

Herefter anvendes Euklids algoritme (Appendiks 1)

pa tallene m og n.J

Et fibonaccital er kun sjeeldent et primtal, men for

ethvert primtal findes et fibonaccital som har dette
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som primfaktor (ikke sveert at vise). Og for ethvert
nyt fibonaccital "introduceres" (mindst) et nyt prim-
tal, bortset fra 1, 8 og 144 (meget vanskeligt at vise).
14 Af 11 folger at i talreekken fn (n=1,23,..)er

kvadratet pa et tal neesten lig produktet af dets to
nabotal. Men en talraekke hvor denne betingelse

preecis er opfyldt, er en kvotientraekke, det vil sige

en talreekke af formen ak™ (n=0, 1, 2, ...)(Appendiks

2). Saf er altsa neesten en kvotientraekke, og der sy-

nes at veere en ganske bestemt kvotientraekke som

neermer sig mere og mere til raekken f . Vi skriver
dette f = ak™. Kvotienten k skal veere g, da f ./
n n+1

f konvergerer imod g. Vi lader som om at f_=ag",
n n

og indseetter dette i formlenf_ . +f . =f /f (13).
Sa ser vi at a ma opfylde a(g + 1/g) =1, altsa a = g/(g
+2) =15, f_ernok tilneermelsesvist lig (1N5)g".

Det bevises her:

15 De to kvotientreekker

1 g g2 g3...
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og
1 -lg (g (-1g) ..

har begge den egenskab at et tal er summen af de to
foregaende. Derfor ma reekken f'_=ag" + b(-1/g)", n

=0, 1, 2, ... (a og b vilkarlige tal) have den samme
egenskab. Hvis tallene a og b er sdledes ata+b =0

ogag+b(-1/g)=T1erf =0o0gf =1, ogderforer
f' lig fibonacciraekken f . Betingelserne for a og b
n n

betyder at a=1//5 og b =-1/A5. Vi har altsa
f,=ANB)(E" - (-1/g)")

- Binét's formel (1843).

16 Der geelder
sf T Mm=0)=1/(1-t-)

for t tilherende intervallet ]-g, 1/g[ (-g og 1/g er de to

lgsninger til andengrads-ligningen tPrt-1= 0).
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Bevis Ved at benytte definitionen af f _ kan formlen
skrives 1+ (X f t"- Y f ™) =1+t(Xf "1y f

1tn_l), og her er tallene i parenteserne 0.

Hvis (" ) er koefficienterne i binomialformlen (a +
b'=¥ ") a™b! (sum over i fra 0 til n) - hvilket be-
tyderat (" )=n(n-1)...(n - (m-1))/m!=n!/(m!(n -
m)!) - er

f =% (") (sum overifra 0 til [n/2])
Bevis Det kan ses ved at skrive 1/(1 - t(1 +t)) =1+ t(1

+1) + (t(1+ ’c))2 + ... (uendelig kvotientraekke) og seet-
te(((1+t)" =X (") " og sammenligne med Y’

n
f .t
17 Det kugleformede legeme omtalt pa side 65 er et
dodekaeder. Der kan indskrives en terning i det, og

ved hjeelp at denne kan man se at forholdet mellem

diameteren i kuglen og diagonalen i femkanterne er
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V3.Forh=v\3erh+1=2+1/(1+1/(h+1)), heraf fas
Hippias' keedebrok for 3.

18 Hippias' ferste pastand om den besynderlige fi-
gur pa side 66, altsa at forholdet mellem "radius" af
den uendelige figur og radius af den store femkant,
er tre gange forholdet mellem en side og en diago-
nal i en femkant - det vil sige 3/g = 1,8541 - folger af

at forholdet mellem tilsvarende liniestykker i pa hi-

nanden folgende femkanter er 1/ g2 og af formlen for
summen af en uendelig kvotientraekke. For hver
gang der heeftes et nyt lag af pentagrammer p4, vil

den samlede leengde af sider og diagonaler i de nye

pentagrammer veere t = 3/g2 (=1,1459...) gange den
samlede leengde af sider og diagonaler i det fore-
gaende lag af pentagrammer - det kan ses uden ud-
regninger. Omkredsen af hver af disse figurer er en
polygon, og disse vil neerme sig mere og mere til en
bestemt punktmaengde. Et punkt i denne vil vi kal-
de endeligt hvis det ligger pa en af polygonerne, i
modsat fald vil vi kalde det et greensepunkt. Til et en-
deligt punkt kan man knytte et (entydigt bestemt)
"ordenstal" n (=0, 1, 2, ...). For hvert nyt lag, vil
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leengden af dette lag veere t gange leengden af det
foregaende lag. Hvis nemlig siden i den store fem-
kant er s, er leengden af de forste n lag (uden pa

femkanten i centrum med de fem femkanter) givet

ved: (s/g%)[4 + (5 - V5)(t + t2 + £ + ... + t)]. Men s& kan
vi udregne hvor mange lag der skal medtages for-
end omkredsen overstiger Jordens omkreds - hvis
figuren har samme storrelse som den pa forsiden af

bogen, er antallet omkring 136.

Til ethvert graensepunkt svarer et punkt pa en fem-
kant, og omvendt - og dette sdledes at "reekkefolgen"
af punkterne bevares. Til et greensepunkt kan nem-
lig knyttes en side i femkanten og en uendelig folge
af tal a; a

a,, ..., hvor a_eret af tallene 0, 1, 2 - og

o Ay
omvendt. Men en sadan uendelig talfelge er en cif-
ferfolge af formen 0,... i 3-talsystemet, og disse cif-
ferfolger kan knyttes sammen med punkterne pa et
(vilkarligt) liniestykke (side 85) - vi finder punktet
ved successiv 3-deling af liniestykket. Et delepunkt
ved en sddan deling af en side i femkanten vil dog
svare til to forskellige greensepunkter. Visse graen-

sepunkter kunne man kalde rationale eller perio-
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diske - for eksempel er toppunktet rationalt. For et
givet antal lag er figuren en polygon (og alle dens
punkter er endelige), og omkredsen af disse polyg-
oner vokser som sagt imod det uendelige nar antal-
let af lag vokser. Meengden af greensepunkter der-
imod, er en ganske bestemt meengde, og da denne
meaengde stdr i neer forbindelse med punkterne pa en
(vilkarlig) femkant, ber den siges at have endelig

udstraekning.

19 Her er en opgave som overstiger forfatterens for-
stand, og som burde blive emne for en doktoraf-
handling. Goldbachs formodning (side ...) siger at
"ethvert lige tal kan skrives som summen af to prim-
tal" (for eksempel 18 =5 + 13). Dette problem fik for-
fatteren til at lave et computerprogram der underse-
ger om ethvert naturligt tal n kan skrives som sum-
men af et a-tal og et b-tal (for eksempel 18 =8 + 10).
For en given n-veerdi opteeller programmet antallet

af par (i, j) (i,j 2 1) saledes atn=a. + b]. - dette antal
kaldes t . Det viser sig at fornoglenert_ =0, sa
n n

formodningen er altsa forkert. Men det viser sig
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ogsd, at reekken af de n-er for hvilke t_ =0 er uende-

ligt og sammensat af par fra spillets reekke
12 @7) (12 20)..

- og det bemeerkes at denne talraekkes struktur er
en version af fibonacci-maden, idet ethvert tal er
summen af de to foregaende + 1. Raekken af de n-er

for hvilke t =1 og reekken af de n-er for hvilke t =

2 er indrettet pa ganske samme made - reekkerne
begynder med henholdsvis (3 5) og (6 10). Men
herefter kommer der uregelmaessigheder. Der findes

kun ét n saledes at t =3, nemlig n = 8. Der er mange
nsaledes at t =4, og reekken har ingen genkendelig
struktur. Der er ingen n saledes at t = 5. Der er kun
ét n saledes at t = 6, nemlig n = 16. Raeekken af de n-
er for hvilke t =7, er indrettet pd samme regelmaes-

sige made som de tre forste, og den begynder med
parret (19 31) i spillets reekke. Forfatteren kan ikke
finde hoved og hale i dette, men selvfolgelig findes

der en regel for om tallene der bidrager til t_ligger
"reguleert” eller ikke, og som i det reguleere tilfeelde
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oplyser om det forste talpar i den endelose raekke. -
Og der skal sameend ogsa nok vise sig at veere et

system i de ikke-reguleere raekker.



Appendiks

1 Kadebreoker Vi ved ikke hvilke forestillinger der
har veeret om uendelige keedebreker i oldtiden (jvf.
Hippias' keedebroker), vi ser dem forst fra omkring
ar 1600, men kaedebreksprincippet har veeret kendt.
Hvis vi har to pinde A og B, saledes at A er leengere
end B, og skal finde forholdet mellem deres leeng-
der, men ikke har noget redskab udover at vi kan
seette meerker pa pindene, sa finder vi forst hvor
mange hele gange B er indeholdt i A - dette antal

kaldes k,. Der bliver muligvis en rest r som er

mindre end B. Vi finder hvor mange hele gange
denne rest er indeholdt i B - dette antal kaldes k,,.

Der bliver muligvis igen en rest r som er mindre end
den forste rest. Vi finder hvor mange hele gange
denne sidste rest er indeholdt i den foregaende rest -

dette antal kaldes k.. Og sa videre. Efter et antal n

gange er den sidste rest i praksis lig med 0. Leeng-
den af A i forhold til B er da givet ved kadebroken

Ky + 1/(k, + T/(ky + 1k, + 1/( . + /K )..0))).
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I figurener A/B=1+1/2+1/3)=1+3/7=10/7.

r

A B Al B1 AZ B2

Bemeerk at hvis processen ender, er den sidste rest #
0 netop det sterste liniestykke som er indeholdt et

helt antal gange i bade A og B.

Aristoteles omtaler fremgangsmaden og kalder den
antanairesis ("'vekselvis borttagning"). Under nav-
net Euklids algoritme bruges den til at finde den
storste feelles divisor for to naturlige tal A og B,

denne er den sidste rest # 0.

Hvis de to liniestykker A og B er inkommensurable
vil ingen rest blive 0, og processen kan fortseettes i
det uendelige. Tilfeeldet hvor A og B er diagonalen
og siden i et pentagram, er det tilfeelde hvor antanai-
resis lader sig udfere med simplest mulige geome-
triske overvejelser, idet alle k-veerdier er 1. Muligvis

har Theodoros (side 80) brugt antanairesis i sine be-
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viser for at Vn for visse naturlige tal n er irrationalt.

Han ville da have bemaerket en gentagelsesstruktur
i talreekken k;, k,, k,, ... (jvf. Hippias' keedebreker) -
dette skyldes at tallet er "kvadratisk".

Keedebreoken ovenfor noteres [kl, k2, k., .., kn], ki er

naturlige tal, k; kan dog veere 0.

Enhver keedebrok - endelig [k . kn] eller

1 2’

uendelig [k y - bestemmer et positivt reelt

1 2’
tal x. Tallet x er rationalt hvis og kun hvis keedebre-

ken er endelig:

Endelig kadebregk Hvis kaedebroken er endelig fin-

des x saledes: saet x =k og gor folgende frai=n-1

ned til i =1: "udregn k. + 1/x og kald dette tal x".

Eksempel: Keedebroken 1 +1/(2 +1/(2 +1/(2 + 1/2)))
skrives [1, 2,2, 2, 2], og vi far folgende x-er: 2+ 1/2 =
5/2,2+1/(5/2) =12/5,2 +1/(12/5) =29/12 og 1 +
1/(29/12) = 41/29. Hvis vi kvadrerer dette tal far vi
1,99881..., sa den uendelige keedebrok [1, 2, 2, 2, ...]

fremstiller nok V2. Hvis vi kalder den uendelige
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keedebroks tal x, ser viatx+1=2+1/2+1/(2+1/(2
+1/(2 +...)))). Men da tallet i den yderste parentes er

lig hele tallet pa hgjre side, som igen er lig x + 1, ser
viatx+1=2+1/(x+1), altsd (x + 1)>=2(x + 1) + 1
eller x*=2.

Uendelig kadebrek Vi skal danne talfolgena_=
[kl’ sz k3, .y kn] (n=1,2,3, ..), og vise at den er en
fundamentalfolge. Hvis talfelgerne p_og q  (n=0,

1, 2, ...) defineres rekursivt ved

po=1 p; =k, P, =P, kK, *P,, (forn=23, ..)

08
9=09,=Lq,=9q, .k, +q,,(forn=23, ..)

era_=p /q .Dannes talparafp_ogq_, kan

rekursionsformlen skrives (side 65)
(pn qn) - kn(pn-l qn—l) * (pn-Z qn-Z)
Talfelgerne p_og q_ opfylder
Pp9ne1 ~ Prqdy = (D"
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(kan vises ved induktion). Denne ligning kan

skrives

P/ - Prit/dper = (D9, 9,14

Heraf folger at

pn+1/ G+t~ pn—l/ 9n17 (-1)nkn+1/ 9n-19n+1
Derfor er a_ er voksende for n ulige og aftagende for
n

n lige, og endvidereer la_-a_| < 2/q2, hvor q er det
mindste af tallene q_ og q,, sa derfor er a_en fun-

damentalfolge. Den bestemmer et reelt tal x som vi

kalder veerdien af den uendelige keedebrok, og vi
har

a1<a3<a5<...<x<...<a6<a4<a2

Og da enhver brek i intervallet Ja_, a__.[ har neevner
n’ n+l

sterre end q , kan x ikke veere rational.

Daa , -a = (—1)n+1/qnq har vi en uendelig reek-

n+1’

kefremstilling af x
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x =k, +1/(q,9,) - 1/(9,95) + 1/(9,9,) -

For den uendelige kaedebrok [1,1, 1, ...] er P, =

f 1089, =f ogviharformlerne i lagttagelse 12.

Omvendt kan ethvert positivt reelt tal x skrives en-
tydigt pa keedebroksform (der bliver dog en lille
tvetydighed nar tallet er rationalt). k-erne i keede-
breksudviklingen for x fas ved successivt at gore
folgende: "k = [x], udregn 1/(x - k) og kald dette tal
x" (det kan skrives k = [x], x == 1/(x - k)).

Eksempel: For tallet 7 lyder proceduren:
[r] = x :=1/(m - 3) (=7,06251...)
[x]=7 x:=1/(x-7)(=1599659...

[x] = x =1/(x - 15) (= 1,00341...)
[x]=1 x:=1/(x-1)(=292,65471...)

[x] =292 og sa videre.
Altsat=[3,7,15,1, 292, ...].

Hvis vi udregner denne del af den uendelige keede-
brek (som ovenfor) far vi: 293/292, 4687/293, 33102/-
4687, 103993/33102 = 3,141592653..., dette tal afviger
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mindre end 0,000000001 fra tallet . Bemeaerk at [3, 7]
=3+1/7 =22/7.

2 Uendelige rekker og produkter Et konkret irra-
tionalt tal er ofte givet i form af en uendelig reekke

eller et uendeligt produkt.

En uendelig raekke er et symbolsk udtryk a, +a, +a, +

.. bestemt ved en uendelig folge af reelle tal a,, a,,

a,, .... Reekken kaldes konvergent med summen s,

3

hvis talfelgen s,=a;ta,+t..+ta, (n=1,2,3,..)er

konvergent med graenseveerdien s, og man skriver s

=a1+a2+a3+....

Hvis tallene a_, a.,, a

7 Ay Ay, . €T skiftevis positive og ne-

gative og deres absolutveerdi aftager jeevnt imod 0,

er reekken konvergent.
Eksempel: Reekkeudvikling for g (Appendiks 1)
g=1+1/(1-1)-1/(1-2) + 1/(2-3) - 1/(3-5) + ... +
(1™ f
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Eksempel: Reekkeudvikling for 7t (Leibniz, 1600-tal-
let)

n/4=1-1/3+1/5-1/7 + ... (sum over de ulige tal)

Reekkerne1-1+1-1+..0g1+1/2+1/3+1/4+...er
divergente (det vil sige ikke-konvergente) - for den
sidste ses dette ved at man opspalter den i blokke af
formen 1/(n+1)+1/(n +2) + ... + 1/(2n) og udnytter
at dette tal er > 1/2.

En endelig eller uendelig sum hvor hvert led er det
foregdende led gange et bestemt tal k (kvotienten)

kaldes en kvotientrakke (eller geometrisk raekke):
a+ak +ak® +ak’ + ... + ak"

For k # 1 er summen af disse tal a(1 - k™)/(1 - k)

(gang med 1 - k pa begge sider af lighedstegnet).

Nar |kl <1 vil k" konvergere imod 0 nar n gar mod

uendelig, sa derfor er

a+ak+ak2+ak3+...=a/(1—k)
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Hvis der for den uendelige raekke a, +a, +a, +...

findes tal ¢ >0 og k <1 saledes at la_| < ck" for alle

n storre end et vist tal, er raeekken konvergent.

Eksempel: En uendelig decimalbrgk mellem 0 og 1
(c=9 og k =1/10).

Eksempel: 1+1/1+1/(1-2) +1/(1-2-3) + .... Her kan c
og k veelges helt vilkarligt, og summen er grundtal-
let e =2,718281828... for den naturlige logaritme.

Eksempel: Reekken i udviklingen for g hvor minus-

tegnene erstattes med plus-tegn. Veelg k saledes at
1/g2<k<1,daer1/ (ff )< 1/fn2 < 5k", for n sterre

end et vist tal (se Iagttagelse 15). En computerud-

regning viser at summen er 1,773877....

Et uendeligt produkt er et symbolsk udtryk a,-a,-a,-...

bestemt ved en uendelig folge af positive reelle tal a,,
a,, a, .... Produktet kaldes konvergent med produk-
tet p, hvis talfelgen p_=a -a,..-a (n=1,23, ..)er
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konvergent med greaenseverdien p, og man skriver p

= al-az-a3°....

Hvis tallene er skiftevis storre end og mindre end 1
og deres afstand fra 1 aftager jeevnt imod 0, er pro-

duktet konvergent.

Eksempel: Produktudvikling for g

g = (1+1/13)(1- 1/22(1 + 1/33)(1 - 1/52)...
(1+ D)™ ).
= 2.(3/4)-(10/9)-(24/25)-(65/64)....

(Af formlenf .f = fn2 + (-1)" (lagttagelse 11) ses at

L (DME % = (E g+ (DDA 2

n+1

- 2_
B fnfn+2/ fn+1 =( fn/ fn+1)(fn+2/ fn+1)’
hvilket betyder at produktet af de n forste faktorer

erf

Lo/t idet det ovrige opheever hinanden.)

Eksempel: Produktudvikling for 7 (Wallis, 1600-
tallet)
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/4 = (2/3)(4/3)(4/5)(6/5)(6/7)(8/7)...((2n)/(2n+1))
((2n+2)/(2n+1))...

Hvis der for det uendelige produkt a,-a,-a,-... findes

tal c>0 og k <1 saledes at max(a _,1/a ) < k™ for alle
n storre end et vist tal, er produktet konvergent.
Dette folger af at produktet a,-a,-a,"... er konvergent
hvis og kun hvis reekken log a, +log a, +loga, + ...

er konvergent, og af det ovennaevnte resultat an-

vendt pa denne raekke.

Eksempel: Produktet i udviklingen for g hvor mi-
nus-tegnene erstattes med plus-tegn. Veelg k som i

reekkeudviklingen for g hvor minus-tegnene er-
stattes med plus-tegn, daer 1+ 1/fn2 <1+5K"<(1+

55" En computerudregning viser at produktet er
2,9622238....

3 Definition af de naturlige tal, de hele tal, de ra-
tionale tal og de reelle tal Vi har set hvordan Dede-
kind og Cantor gav praecise definitioner af de reelle

tal. Disse definitioner forudseetter dog at de rationa-
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le tal Q er defineret, og for at definere de rationale
tal ma vi allerforst definere de naturlige tal, og dette
kan inden for meaengdeleeren gores saledes (som tid-

ligere skitseret):

Lad J betegne den tomme meengde, og, hvis x er en
mengde, lad x' betegne maengden "x forenet med
{x}" - x er altsd bade element i x' og indeholdti x". En
meangde E kaldes en efterfolgermaengde, hvis O € E

og hvisx € E= x' € E.

Eksistensen af meengden af de naturlige tal bygger

pa felgende aksiom fra meengdelaeren

Uendelighedsaksiomet: Der findes en

efterfolgermeengde

Vi veelger en sadan og kalder den E. Feellesmaeng-
den af alle delmeengder af E som selv er efterfolger-
maeengder, er en efterfolgermaengde, og den er mini-
mal med den egenskab at veere efterfolgermeengde

og derfor entydigt bestemt), og den betegnes N.

Elementet O betegnes 0, elementet 0' = "0 forenet

med {0}" = {0} betegnes 1, elementet 1' ="1 forenet
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med {1}" = {0, 1} betegnes 2, elementet 2' = "2 forenet
med {2}" =10, 1, 2} betegnes 3, og sa videre. Bemaerk
at0 €1 € 2 € ... Da N er minimal med den egenskab
at veere efterfolgermaengde, indeholder N ikke an-
dre elementer end dem vi kan na frem til pa denne
made, altsaer N={0, 1, 2, 3, ...}.

Denne meengde betegnes dog normalt N, idet N

betegner maengden uden tallet 0. N kaldes "maeng-
den af de naturlige tal" og er altsa meengden {1, 2,
3, ...}. Vi kan godt opfatte N som en efterfolger-
meengde, da der er et forste naturligt tal og da et-

hvert naturligt tal har en efterfolger.

Additionen (pa Ny) kan defineres saledes: n+0=n,

n+l=n,n+2=(mn+1),n+3=(n+2), ogsa videre.
Og nar additionen er defineret, kan multiplikation
defineres saledes: On=0, In=n,2n=n+n, 3n=2n+
n, og sa videre. Ordensrelationen < er simpelthen gi-
vet ved m <n < m € n (eller m indeholdt i n). Or-

densrelationen < er givet ved <eller =.

Et helt tal kan defineres som et ordnet par (a, b) hvor

a og b er naturlige tal, og hvor (a, b) regnes for at
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veere lig (a', b') hvisa+b'=a'+ b ((a, b) svarer til det
hele tal a - b). Summen af (a, b) og (a', b") defineres
som (a+a', b+b') og produktet af (a, b) og (a', b')
defineres som (aa' + bb', a'b + ab'). Ordensrelationen

< defineres ved (a, b) < (a',b') < a+b'<a' +b.

Et rationalt tal kan defineres som et ordnet par (p, q)
hvor p og q er hele tal og q >0, og hvor (p, q) regnes
for at veere lig (p', q') hvis pq' = p'q ((p, q) svarer til
det rationale tal p/q). Summen af (p, q) og (p', q')
defineres som (pq' + p'q, qq') og produktet af (p, q)
og (p', q') defineres som (pp', qq'). Ordensrelationen
< defineres ved (p, q) < (p’, q') © pq <p'q.

Et reelt tal kan defineres enten som en "venstre De-
dekind-klasse uden storste element" eller som en
aekvivalensklasse af "fundamentalfolger af rationale
tal".

En venstre Dedekind-klasse er en ikke-tom meengde
V af rationale tal, sdledesat q<r € V= q € V. Og at
V ikke har noget storste element betyder at forq e V
findes et r € V sdledes at q <r. For det reelle tal x er

V={q e Q| g<x}. En fundamentalfolgea (n=1, 2,
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3, ...) er en folge saledes at for ethvert (lille) positivt

tal ¢ findes et (stort) naturligt tal N saledes la, - a | <

e nar i,j > N, og fundamentalfolgerne er opdelt i aek-

vivalensklasser, idet {an} 0g {bn} er eekvivalente nar

der for ethvert (lille) positivt tal ¢ findes et (stort)

naturligt tal N saledes la. -b.| <enari>N.

Hvis man i det forste tilfeelde har to venstreklasser
V og W, defineres deres sum og produkt som
meengden af de rationale tal som er henholdsvis
sum og produkt af et tal i V og et tal i W, og ordens-
relationen < defineres ved V< W hvis V er indeholdt
i W. Hvis man i det andet tilfeelde har to fundamen-

talfolger {an} 0g {bn}, sa defineres deres sum og pro-

dukt som sekvivalensklassen indeholdende hen-

holdsvis felgen {a_+b_} og felgen {a b }, og ordens-
relationen < defineres ved {an} < {bn}, hvis der for

ethvert (lille) positivt tal € findes et (stort) naturligt

tal N saledes a, < bi + enari> N.

De grundleeggende regneregler for +, - og < er (vi

skriver ab i stedet for a-b):
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a+b=Db +a (additionen er kommutativ)
(a+b)+c=a+(b+c)(additionen er associativ)

0 + a=a (0 er neutralt element for addition)

for ethvert a findes et b sdledes at a + b =0 (ethvert
element har et modsat element ved addition), b er

entydigt bestemt og betegnes -a

ab = ba (multiplikationen er kommutativ)

(ab)c = a(bc) (multiplikationen er associativ)

la =a (1 er neutralt element for multiplikation)

for ethvert a # 0 findes et b saledes at ab =1 (ethvert
element forskelligt fra 0 har et modsat element ved
multiplikation), b er entydigt bestemt og betegnes

a-l

a(b + c) = (ab) + (ac) (additionen er distributiv over

multiplikationen)

a < a (ordensrelationen er refleksiv)

a<bogb <c= a<c(ordensrelationen er transitiv)
a<bogb<a= a=Db (ordensrelationen er ikke-
symmetrisk)

a<beller b <a (ordensrelationen er total)
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a<b=>a+c<b+c (ordensrelationen bevares ved
addition)
a<bog0<c= ac<bc (ordensrelationen bevares

ved multiplikation med positive tal)

Disse regneregler er ganske de samme for de ratio-
nale tal. Det der adskiller de reelle tal fra de rationa-

le tal er folgende egenskab

Fuldstendighedsegenskaben: enhver opad begraenset

maeengde af reelle tal har et mindste overtal

Opad begrzenset betyder at der findes et reelt tal
som er storre end alle tallene i meengden, og mind-
ste overtal betyder at der findes et mindste sadant
tal. Egenskaben kan naturligvis erstattes med: en-
hver nedad begreenset maengde af reelle tal har et

storste undertal.
Denne egenskab er ensbetydende med

Arkimedesegenskaben: for ethvert reelt tal findes et

naturligt tal som er storre end dette tal
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Bevis

Fuldsteendighedsegenskaben =
arkimedesegenskaben: Hvis der er et reelt tal som er
storre end ethvert naturligt tal, er meengden af de
naturlige tal opad begreenset, og har derfor et mind-
ste overtal x. For et naturligt tal n geelder n <x, og
ligeledesn+1<x, mensdern<x-1<x, ogsaerx
ikke et mindste overtal for maengden af de naturlige
tal.

Arkimedesegenskaben =
fuldsteendighedsegenskaben: Lad A veere en maeng-
de af reelle tal som er opad begraenset, vi kan antage
at A indeholder positive tal. Lad q veere et (stort)
naturligt tal, da A er opad begraenset findes et na-
turligt tal p séledes at p/q > ethvert tal i A, og vi kan
veelge p saledes at p er mindst muligt. Derfor findes
et tal x i A saledes at x> (p - 1)/q, og x opfylder altsa
(p - 1)/q <x < p/q. Differensen mellem x og p/q er
mindre end 1/q. Hvis vi veelger q sterre og storre far
vi pa denne made en folge af rationale tal p/q som er
en fundamentalfolge (da de folgende tal tilhorer [(p
- 1)/q, p/q]) og som derfor bestemmer et reelt tal a.
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Tallet a er mindste overtal for A, da alle p/q er et
overtal for A og da hvert interval [(p - 1)/q, p/q]
indeholder et tali A}

Vi har ovenfor defineret de reelle tal, nemlig ud fra
de naturlige tal, og det er sket indenfor maengde-
leeren, og meengdeleeren har vi indfert aksiomatisk
som en formal teori (for eksempel Zermelo-Fraen-
kels aksiomsystem ZF). Vi kunne imidlertid ogsa
have indfort de naturlige tal eller de reelle tal aksio-
matisk som selvsteendige formale teorier - uden den
komplette maengdeleere. En formal teori for de na-
turlige tal kaldes aritmetikken, og en formal teori for
de reelle tal kaldes analysen. I aritmetikken kan man
bevise en stor mangfoldighed af talteoretiske seet-
ninger (men naeppe Goldbachs formodning), og i
analysen kan man bevise de fleste af den matema-
tiske analyses saetninger (men der er seetninger som
kun kan bevises hvis man udvider teorien til de
komplekse tal). I en sddan teori ma vi dog have no-
get maengdeleere med, da vi jo skal kunne tale om en
mengde af tal. Men en sadan er det samme som et

udsagn p(x) hvor x er et tal (idet p(x) er sandt nar x

172



tilhorer meengden og ellers falsk). Vi ma altsa, for-
uden de variable som repraesenterer tal, have va-
riable som repreaesenterer udsagn - og endda ud-
sagn af alle teenkelige typer, da der i teorien skal
kunne dannes udsagn med variable som kan veere
af alle teenkelige kombinationer af tal og udsagn.
Vores formale teori bestar af tegnstrenge, og det ma
preeciseres hvilke tegn de bestar af og hvilke regler

der skal folges ved deres dannelse:

1. Tegnene er blandt andet: talvariable og udsagns-
variable, talkonstanter og udsagnskonstanter. I til-
feeldet aritmetikken er 0 en talkonstant og ' (efterfol-
ger) en udsagnskonstant. I tilfeeldet analysen er <
(mindre end), s (sum) og p (produkt) udsagnskon-
stanter. Endvidere er der de logiske tegn (for ek-
sempel =), parenteser, komma samt "(cirkumflex).
2. Reglerne for dannelse af termer (teoriens gen-
stande) er blandt andet: talvariable og 0 (i tilfaeldet
aritmetikken) er taltermer, udsagnsvariable og ud-
sagnskonstanter er udsagnstermer. For udsagnster-
mer og udsagn (se 3.) med frie variable kan en va-

riabel forsynes med *, for eksempel p(x*, y), og
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kaldes i sa fald bundet - for y er p(x”, y) at opfatte
som meengden af x sdledes at p(x, y), altsa en term
(genstand) med en variabel y, og denne er en ud-
sagnsterm.

3. Reglerne for dannelse af udsagn er blandt andet:
hvis a og b er termer er "a =b" et udsagn, en ud-
sagnsterm uden variable med " er et udsagn, hvis p
og q er udsagn er "p = q" et udsagn.

4. De implicitte (= logiske) aksiomer er blandt andet
"x=x"o0g"p = (p eller q)" og hvis p(x) er et udsagn
og a er en talterm, geelder "p(x*)(a) < p(a)".

5. De logiske slutningsregler er blandt andet modus
ponens: hvis p og "p = q', sa q.

6. De eksplicitte aksiomer er blandt andet: I tilfeel-
det aritmetikken: "for x findes et og kun et y saledes
at'(x, y)" (efterfolgeren, y skrives x') og "x' # 0". I
tilfeeldet analysen: "for x og y findes et og kun et z
saledes at s(x, y, z)" (sum, z skrives x +y) og "x +y =

y + X”.

Eksempler pa cirkumflex: I tilfzeldet aritmetikken, er
'(x", y) det tal der kommer for y, og '(x, y*) det tal

der kommer efter x, for p(x) = "x lige" er p(x") at op-
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fatte som meengden af de lige tal. I tilfeeldet analy-

sen, er s(x", y, z) for y og z tallet z - y.

Aritmetikken og analysen vil (ligesom maengdelae-
ren) have uendeligt mange modeller. Dette er som
sagt nedvendigt, for hvis et formalt udsagn ikke kan
bevises, sa ma der findes en model hvori udsagnet
er falsk, og det er ved at konstruere en sidan model,
at man kan bevise at udsagnet ikke er et teorem. Der
er dog entydigt bestemte modeller som er det vi
seedvanligvis forstar ved "de naturlige tal" og "de
reelle tal" - disse er teoriernes intenderede modeller,
de betegnes henholdsvis N og R. I de gvrige mo-
deller for aritmetikken og analysen kan der veere
uendelige naturlige tal - en sddan model kaldes en
ikke-standardmodel.

Den intenderede ikke-standardmodel *R for ana-
lysen har infinitesimale reelle tal, det er tal dx saledes
at |dx| er mindre end ethvert positivt standard reelt
tal. Nar man betjener sig af ikke-standardanalyse kan
alt hvad der har med graenseovergang at gore, for-
enkles. Der er en efterfolgermaengde *N i *R, inde-

holdende N og svarende til N, idet der for ethvert x
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e *R er et n € *N saledes at x <n. Men ordensrelatio-
nen pa *N er ikke en velordnethedsrelation: for et
uendeligt naturligt tal N er tallene N+n og N-n (n
N) ogsa uendelige naturlige tal, de uendelige na-
turlige tal kan altsa opdeles i "eksemplarer” af de
seedvanlige hele tal, og disse eksemplarer kan para-
metriseres ved de seedvanlige rationale tal. To ikke-
standard reelle tal x og y tilherer samme monade
hvis deres differens er infinitesimal - det skrives x =
y. Hvis x € *R er endeligt, indeholder dets monade
et (entydigt bestemt) standard reelt tal, dette kaldes
standarddelen af x og betegnes °(x). En standard tal-

folgea (n=1,2,3, ..)kan entydigt udvides til en

talfolge af ikke-standard reelle tal hvor n-erne gen-

nemlober *N, og at a_ er konvergent med graense-
vaerdien a er ensbetydende med ata_=andrner

uendelig. En standard reel funktion f(x) kan enty-
digt udvides til en ikke-standard reel funktion, og at
f(x) er kontinuert i x = a er ensbetydende med at f(x)
~ f(a) nar x = a. f(x) er differentiabel i x = a med dif-

ferentialkvotient k hvis (f(a + dx) - f(a))/dx = k for dx

infinitesimal og # 0. Reglen dx"/dx = nx"" bevises
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saledes (idet vi benytter binomialformlen): ((x +
dx)™ - x)/dx = (xdx + ... + (dx)")/dx = ™ +
dx(...), og her er dx(...) = 0 og kan derfor bortkastes -

pa samme made som vi bortkaster decimaler nar vi

kun er interesserede i hele tal. Sumformlen for en

kvotientreekke: 1+ x + x2 + x> + ... + x" = (1 - x™1/

(1 - x) geelder for alle x # 1 - ogsa selvom n er uende-

lig. Hvis x er et standard reelt tal og |x| <1 ogn er

uendelig, er x"1 =0 og kan bortkastes. Eksponen-

tial-funktionen kan defineres ved exp(x) = °((1 +

x/n)") for n uendelig. Maengden af ikke-standard
reelle tal *R kan for eksempel konstrueres saledes:
Lad U veere en maengde af delmaengder af N saledes
at feellesmeengden af to meengder i U tilhgrer U og
saledes af hvis en maengde ikke tilherer U sa tilhorer
dens komplementaermaeengde U (U er et ultrafilter pa
IN, U mé dog ikke veere principal, altsa saledes at U
bestar at alle de maengder som indeholder et givet
naturligt tal - U kan kun dannes ved brug af ud-
valgsaksiomet). Sa bestar *R af maengden af funk-
tioner x fra Nind i R, idet x, y € *R er aekvivalente

hvis {n | x(n) =y(n)} € U. Ordensrelationen < pa *R
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defineres ved: x<y < {n | x(n) <y(n)} € U. Til et
standard reelt tal x svarer den identiske funktion n
— X. Funktionen c(n) = n er et uendeligt (naturligt)
tal, og 1/c er et infinitesimalt reelt tal. For ethvert

positivt standard reelt tal x geelder altsa 1/c<x <c.

Analysens entydigt bestemte model R saledes at
dens naturlige tal er den mindste efterfelgermaen-
gde N, kan karakteriseres saledes: Lad R veere en
mengde, lad +: RxR — R og : RxR — R veere funk-
tioner og lad < veere en delmeengde af RxR (en rela-
tion), saledes at alle de anforte regneregler samt
fuldsteendighedsegenskaben geelder. De neutrale
elementer 0 og 1 mht. addition og multiplikation er
entydigt bestemte, og N={1,1+1,1+1+1, ...}. Det
ordnede kvadrupel (R, +, -, <) er i sa fald et kommuta-
tivt og fuldstendigt ordnet legeme, og (R, +, -, <) er en-
tydigt bestemt ved disse krav: hvis (R, +, ', <') op-
fylder de samme betingelser, findes en entydigt be-
stemt bijektiv afbildning fra R til R' som overforer +,

-og<i+, - og<.

4 Induktionsbeviset Mengden af de naturlige tal N

har som neevnt folgende fundamentale egenskab
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Hvis A er en delmeengde af N sdledes at 1 € A og
saledesatn e A=>n+1e A, daerA=N

Denne egenskab kan generaliseres til de hele tal:
Lad A veere en meengde af hele tal og lad m veere et
helttali A:hvisn e A=n+1¢ A, daer mengden
af de hele tal n > m indeholdti A, og tilsvarende,
hvisne A=n-1e A, daer mengden af de hele
tal <m indeholdti A.

Ved hjeelp af denne egenskab kan man af og til bevi-
se at et udsagn p(n) som har mening for alle hele tal
n > m (eller n <m) er sandt for alle disse tal: man be-
viser at p(m) er sand, og hvis man kan bevise at p(n)
sand = p(n + 1) sand, sa er det bevist at p(n) er sand
for alle n > m. Denne bevismade er forst omtalt af

Pascal.
Eksempel: For et naturligt tal n er
1+2+3+...+n=n(n+1)/2

Formlen er sand for n =1. Ved at addere n + 1 til pa

begge sider af lighedstegnet far viat1+2+3+...+n

179



+(n+1)=n(n+1)/2+n+1)=(n+1)(n+2)/2, sa hvis

formlen er sand for n, sa er den sand for n + 1.

5 Cifferfremstilling af et reelt tal Lad e veere et na-
turligt tal > 1. For 0 og ethvert af de naturlige tal
mindre end e veelges et skrifttegn - et ciffer - (sdledes
at forskellige tal har forskellige cifre og saledes at
cifrene horende til 0 og 1 betegnes 0 og 1). Vi iden-
tificerer et tal < e med dets ciffer og betegner denne
meengde C (for eksempele=100g C=1{0, 1, 2, ..., 9}).

Lad m veere et helt tal og lad a, veere en funktion fra

de hele tal <m ind i C, da er den uendelige raekke

ey +ae+a +a el+..

m
ame + am 1 0 1

-1

konvergent (Appendiks 2), og dens sum (som er et

reelt tal > 0) symboliserer vi

a a  ;..a;8,a,a ..

(hvis m <0 skrives 0,0...0a_a__ _...).
m m-1
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Ethvert reelt tal x > 0 kan skrives pa denne made: m

er det storste hele tal saledes at e™ < x, og funktio-

nen a, findes ved at gore folgende fori=m, m-1, m
-2, ... "lad a, vaere det storste ciffer saledes at aiei <X

og erstat x - a.e’ med x".

Tallet er rationalt hvis og kun hvis dets cifferfrem-
stilling er periodisk, hvilket vil sige at der findes et
helt tal j < m og et naturligt tal k (periodeleengden)
saledes at cifrene fori <j - k er en gentagelse af blok-

ken a2, ;- Hyvis j = m kaldes tallet rent perio-

disk.

A1)

Bevis

x's cifferfolge er periodisk = x rational:
Hvis x er periodisk er x = a + y, hvor a har endelig

cifferfremstilling og y er rent periodisk. Hvis y har
periodeleengde k er eky -y hel, og hvis dette hele tal

erh ery= h/(e® - 1), altsa er y og dermed x rational.

x rational = x's cifferfelge er periodisk:
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Lad x veere bragken p/q. For et naturligt tal n er e"p/q
=N +a/q, hvor N og a er naturlige tal eller 0 og a <
g, og en sadan dekomposition er entydig. Der ma
findes to forskellige n-er som giver samme a-er, da

der er uendelig mange n-er men kun endelig mange

a-er, altsd: e"p/q =N +a/q og e"p/q=N'+a/q (n'>

n). Settes k=n' - n, har vi e"p/q = (N' - N)/(1 - 1/e).

1/(1 - 1/ek) er periodisk, da dette tal er
1,0...010...010...

(k-1 O-er imellem 1-tallerne)(fordi dette at gange og

dividere med e svarer til at rykke kommaet én plads

til henholdsvis venstre og hejre). Og da et periodisk

tal gange et naturligt tal er periodisk, er en'p/q perio-

disk, sa derfor er p/q periodisk.l



De sidste minutter af en

matematiktime

Leereren: ... ndr vi altsa skriver et irrationalt tal
som en decimalbrok, vil den veere uendelig og ikke-
periodisk - for hvis den er periodisk har vi jo set at
den svarer til et rationalt tal - de irrationale tal er alt-
sa preecis alle de ikke-periodiske uendelige decimal-
broker - og alle tallene - altsa det vi kalder de reelle
tal - udgores af alle teenkelige endelige eller uendelige
decimalbrgker.

En elev: Alle teenkelige? - hvordan skal det for-
stas? - der kan jo veere uendelig mange cifre i et tal -
der skal vel veere et eller andet system i cifferraek-
ken, sa man i det mindste i princippet kan skrive
tallet op.

—Jah - gh... - naeh - der behover ikke at veere noget
system i cifferreekken - gh - som vi kan fatte - ciffer-
reekken kan godt veere uendelig indviklet - det er ik-
ke alle irrationale tal man kan skrive op - ja det er
faktisk kun de feerreste - vi har jo set at meengden af

de reelle tal er ikke-teellelig, og ...
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— Ja, men hvis man ikke pa en eller anden made
kan redegore for tallet - for eksempel lave et compu-
terprogram som spytter cifrene ud en efter en, eller
lave en beskrivelse som helt udtemmende karakte-
riserer tallet, sa eksisterer tallet da ikke.

— Joh - man har vedtaget at de reelle tal er alle teen-
kelige endelige og uendelige decimalbroker - ogsa
de uendelige decimalbroker som er uendelig indvik-
lede og som vi mennesker ikke kan gere rede for.

—Jamen hva' ska' vi bruge et tal til som vi ikke ka'
fatte? - og hvis jeg nu siger at jeg kun tror pa noget
som jeg ka' ta' og fole pa, hva' sa?

— Sa er du ikke i overensstemmelse med matemati-
kernes praksis - og sa kan det komme til at ga dig
meget ilde til eksamen - haha.

— Jamen her nu her! - alle de irrationale tal som vi
overhovedet stoder pa - for eksempel V2 eller 7t -
dem er der et bestemt system i - vi kan i princippet
udregne lige sa mange cifre det skal veere - og uan-
set hvordan vi regner og regerer med irrationale tal,
sa vil vi da aldrig kunne komme frem til et som der

ikke er noget system i.
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— Man har vedtaget at alle de uendelige decimal-
breker skal med.

— Jamen hvorfor? - hvad skal de gore godt for?

— h -jo, hvis vi har en voksende kontinuert funk-
tion f(x) som er defineret pa intervallet [0, 1] og som
er mindre end 0 for x = 0 og storre end 0 for x =1, sa
skal den skeere x-aksen - der skal veere en x-veerdi a
saledes at f(a) = 0, men vi kan kun veere sikre pa at
der findes et sadant tal a, nar vi lader de reelle tal
veere alle teenkelige uendelige decimalbroker.

— Jatak! - alle teenkelige - lige netop! - men for fan-
den da ikke ogsa de utenkelige - enhver tenkelig
funktion ka' beskrives pa en eller anden made - hvor
sku' en funktion der ikke ka' beskrives komme fra? -
og hvis funktionen f(x) ka' beskrives, sa ka' tallet a
ogsa beskrives - sa er a jo "dét tal a sdledes at f(a) =
0" - og det er en beskrivelse der er til at forsta.

—h... - jah - gh jeg kan se at vi ikke nar mere i
dag - jeg skal uddybe det om tallene i naeste time
(pyh - det var sgu' heldigt - jeg ma finde et sted hvor

der star noget om irrationale tal).
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