Kommentar til

Godel: Uber formal unentschiedbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I, 1931

Denne afhandling af den 24-arige Kurt Godel er blevet en klassiker. Det er
vist den eneste moderne matematiske afhandling som menigmand kender af
omtale. Dens resultater er af populeerjournalistiken blevet tolket som "mate-
matikkens sammenbrud", - ja, som "den menneskelige tankes fallit".

Godel viser forst at der 1 enhver matematisk teori, som omfatter aritmetikken,
findes udsagn som hverken kan bevises eller modbevises. Hvis et sddant, el-
ler dets negation, skal bevises, ma der fgjes flere aksiomer til teorien. Der er
intet meerkeligt i dette. En smule overraskende er maske nok Godel's andet
resultat: for en teori som omfatter aritmetikken kan et bevis for at den er
modsigelsesfri ikke formaliseres indenfor teorien selv. Der skal altsa flere ak-
siomer til for at bevise at teorien er modsigelsesfri end der er i teorien selv.
Men selv om man havde et bevis for at teorien er modsigelsesfri, som var for-
maliseret indenfor teorien selv, ville det ikke uden videre bevise at teorien er
modsigelsesfri. Thi hvis der er en modsigelse i teorien, kan ethvert udsagn jo
bevises (se § ...), og dermed ogsd udsagnet "teorien er modsigelsesfri". Et be-
vis for at teorien er modsigelsesfri har kun veerdi, hvis der kun geres brug af
helt harmlese aksiomer, dvs. aksiomer af endelig karakter. At teorien kan be-
vises at veere modsigelsesfri, hvis man ger brug af flere aksiomer end der er i
teorien, er Gentzen's bevis et eksempel pa (§ ...).

Godel's afhandling er pa 26 sider og har 4 afsnit. Vi skitserer indholdet af
hver af disse, og til sidst skitserer vi beviset for Church’s uafgerbarhedssaetning.

§1 er den citerede indledning. Godel neevner at det udsagn han vil kon-
struere, som hverken kan bevises eller modbevises, er inspireret af Richard's
paradoks. Dette paradoks (Richard, 1905) kan formuleres sdledes: Vi ordner
alle sproglige udsagn, hvori der indgar netop eet (variabelt) naturlige tal n,
pa rad og reekke (efter et leksikografisk princip). Det k-te udsagn betegnes
E«(n). Vi betragter nu udsagnet "E,(n) er falsk". Da dette er et sprogligt ud-
sagn, hvori der indgdr netop eet (variabelt) naturlige tal n, ma det veere
blandt Ei-erne. Lad os antage at det har nummer q, altsa

Eq(n) = "Ea(n) er falsk".

Men heraf folger (for n = q) at hvis E;(q) er sand er Eq(q) falsk, og omvendt.
Paradoksaliteten beror pa, at i det naturlige sprog findes der ikke et sand-
hedsbegreb sdledes at ethvert udsagn kan tildeles en sandhedsveerdi sand/



falsk (se tredie bog, § ...).

I §2 seettes det formale begrebsapparat op, og Godel beviser at "i en teori
som omfatter aritmetikken og som er w-modsigelsesfri (se nedenfor), findes
der et udsagn som hverken kan bevises eller modbevises".

Beviset fores ved at aritmetisere metamatematikken: enhver formal term, ethvert
formalt udsagn og ethvert bevis tildeles et naturligt tal, herved kan ethvert
metamatematisk udsagn omformes til et formalt aritmetisk udsagn.

Godel giver hvert af tegnene i den formale teori et nummer (som er et natur-
ligt tal). Enhver tegnstreng, altsa specielt enhver term og ethvert udsagn, kun
nu tildeles et naturligt tal, nemlig 2™3™5™7%11™ ... (k-te primtal)™, hvis tegn-
strengen bestar af k tegn, og det forste tegn har nummer n,, det andet tegn
har nummer n,, osv. Et naturligt tal n er ikke nedvendigvis et Gédelnummer,
men hvis det er et sddant, vil vi betegne den tilsvarende tegnstreng G.,.

Tilsvarende kan ethvert bevis, som jo er en fglge af udsagn, tildeles et num-
mer. Alle beviser kan opstilles pd rad og reekke ved hjeelp af et leksikografisk
princip. Godelnummeret til det k-te bevis betegnes B.

Godel kalder en talteoretisk relation R(xi, ..., Xn) (X1, ..., X» naturlige tal) rekur-
siv, hvis den kan dannes ved en seerlig iterativ procedure. I arene 1932-36
fremkom der forskellige forslag til en definition af begrebet effektiv beregnelig-
hed for en talteoretisk relation R(x;, ..., X»). Dvs. en regneprocedure ved hjeelp
af hvilken man, for et givet seet (xy, ..., X,) af naturlige tal, kan afgere om ud-
sagnet R(x, ..., xn) er sandt eller falsk. Bl.a. generel rekursiv (Godel, 1934), A-de-
finerbar (Church og Kleene, 1932-35) og Turing-beregnelig (Turing, 1936). Det
viste sig at disse definitioner er ensbetydende. Dette forte Church til at frem-
seette den tese at "alle tilstreekkelig rummelige definitioner af effektiv bereg-
nelighed er ensbetydende". En regneprocedure udformet som et computer-
program, i et tilstreekkelig rummeligt computersprog, er altsa ensbetydende
med disse definitioner. En relation som er rekursiv i Godel's forstand kaldes
idag simpel rekursiv.

Godel beviser at for enhver rekursiv relation R(xy, ..., x,), findes et formalt ud-
sagn r(Xy, ..., X,) saledes at

a. (R(xy, ..., xn) er sand) = (r(xy, ..., X») er et teorem),
b. (R(xy, ..., Xn) er falsk) = (—r(xy, ..., X») er et teorem),
her skal vi strengt taget i r(xy, ..., X») erstatte x;, ..., x, med deres Godelnumre.

Alle udsagn p(x), med een variabel x som gennemlgber de naturlige tal, kan
opstilles pa rad og reekke ved hjeelp af et leksikografisk princip. Godel kalder
et sddant udsagn "ein Klassenzeichen". Det n-te udsagn betegnes R(n). Funk-
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tionen "n — Godelnummeret af R(n)" kan defineres i den formale teori. Ud-
sagnet R(n)(m) betegnes [R(n):m)].

Relationen R(m, n) = "B, er ikke et bevis for [R(n):n]" er rekursiv, derfor fin-
des der et formalt udsagn r(m, n) saledes at

a. "Bn er ikke et bevis for [R(n):n]" = r(m, n) er et teorem
b. "B, er et bevis for [R(n):n]" = —r(m, n) er et teorem.

Udsagnet" ¥ m:r(m, n)" har een fri variabel, og er derfor R(q) for et natur-
ligt tal q. Altsd [R(q):n] =" V m:r(m, n)", og derfor

[R(q):q] =" ¥V m:r(m, q)".
Godel kalder en teori w-modsigelsesfri, hvis der ikke findes et udsagn p(n) sa-
ledesat1. ~( ¥V n € IN:p(n)) er et teorem og 2. p(n) er et teorem for et-
hvertn € IN (huskathvis" ¥V n € IN: p(n)"er et teorem er p(n) et teo-
rem for ethvert n, men det omvendte geelder ikke, jvf. logisk aksiom ... side
...). Hvis teorien er @-modsigelsesfri er den modsigelsesfri. Thi hvis den var
kontradiktorisk, ville ethvert formalt udsagn jo veere et teorem, derfor ville
den ikke kunne veere w-modsigelsesfri.

Af det ovenstaende fglger nu:

1. Hvis teorien er modsigelsesfri kan [R(q):q] ikke bevises. Bevis: Hvis [R(q):
q] var et teorem, ville findes et m' saledes at B,, var et bevis for [R(q):q]. Der-
for ville, ifelge b, —r(m', q) veere et teorem, men dette strider mod at" V m:
r(m, q)" er et teorem.

2. Hvis teorien er w-modsigelsesfri kan —[R(q):q] ikke bevises. Bevis: Hvis
teorien er w-modsigelsesfri er den modsigelsesfri. Derfor kan, ifelge 1., [R(q):
q] ikke bevises, dvs. for ethvert m er Bm ikke et bevis for [R(q):q]. Ifelge a er
r(m, q) derfor et teorem for ethvert m. Hvis nu ~[R(q):q] kunne bevises, ville
~( V m:r(m, q)) veere et teorem, men dette strider imod at teorien er ®-
modsigelsesfri.

Hvis teorien er modsigelsesfri kan" ¥V m: r(m, q)" altsa ikke bevises, men
r(m, q) er ikke destomindre et teorem for ethvert m. Hvis vi fgjer "=( V m:
r(m, q))" til teorien som et nyt aksiom, far vi en teori som er stadig er modsi-
gelsesfri (vis dette!), men ikke @-modsigelsesfri, idet det bade geelder at

~( ¥V m:r(m, q)) er et teorem og at r(m, q) er et teorem for ethvert m.

For at bevise at [R(q):q] ikke kan bevises, forudseetter Godel at teorien er

modsigelsesfri, men for at bevise at =[R(q):q] ikke kan bevises, behaver Go-
del en kraftigere forudseetning, nemlig at teorien er @-modsigelsesfri. I 1936
viste Rosser at man kan ngjes med at forudseette at teorien er modsigelsesfri.
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I §3 viser Godel at enhver rekursiv relation er aritmetisk, dvs. den kan dan-
nes alene ved hjeelp af aritmetikkens tegn. Det folger heraf at i udsagnet
" ¥V m:r(m, q)", kan r(m, q) erstattes med et aritmetisk udsagn s(m), siledes
athvis" V m:r(m, q)" kan bevises da kan ogsa " ¥V m: s(m)" bevises, og
omvendt. Hvis altsd teorien (som omfatter aritmetikken) er m-modsigelsesfri,
findes et aritmetisk udsagn som hverken kan bevises eller modbevises. Des-
uden viser Godel at udsagnet " V¥V m:r(m, q)", kan erstattes med et udsagn
" ¥V x:F(x)"iden rene preedikat kalkyle (se § ...), sdledes at hvis " ¥V m:
r(m, q)" kan bevises da kan ogsa " V x: F(x)" bevises, og omvendt. Hvis altsa
teorien (som omfatter aritmetikken) er w-modsigelsesfri, findes et udsagn i
den rene preedikat kalkyle som hverken kan bevises eller modbevises.

I §4 skitseres beviset til "ein merkwiirdiges Resultat". Nemlig at "for en teori
som omfatter aritmetikken kan et bevis for at den er modsigelsesfri ikke for-
maliseres indenfor teorien selv". Et komplet bevis er langt og indviklet - det
blev udarbejdet af Hilbert og Bernay i 1939.

At "teorien er modsigelsesfri" betyder at "der findes et udsagn som ikke kan
bevises". Dette metamatematiske udsagn kan formaliseres som " 3 k: Gy ud-
sagn AV m: B, ikke bevis for k". Godel argumenterer nu for at beviset i
§3, for at "hvis teorien er modsigelsesfri da kan udsagnet [R(q):q] ikke bevi-
ses", kan omformes til et formalt aritmetisk bevis. Udsagnet "( 3 k: Gy ud-
sagn AV m: B, ikke bevis for k) = ( 3 m: B,, bevis for [R(q):q])" er alt-
sa et teorem. Men da det allerede er bevist at /ivis teorien er modsigelsesfri da
kan udsagnet [R(q):q] ikke bevises, fglger heraf at preemissen " 3 k: G¢ ud-
sagn A V¥V m: B, ikke bevis for k" ikke kan bevises hvis teorien er modsi-
gelsesfri.

Til sidst neevner Godel at forudseetningen i §3, at teorien er m-modsigelsesfri,
nu kan erstattes med "at teorien er kontradiktorisk kan ikke bevises i teorien
selv", thi da er udsagnet" 3 k: Gyudsagn A V¥V m: B, ikke bevis for k" et
eksempel pa et udsagn som hverken kan bevises eller modbevises.

1 1936 beviste Church at enhver teori, som omfatter aritmetikken eller den re-
ne preedikat kalkyle, er uafgorbar. Dvs. der findes ikke en effektiv beregnings-
procedure, ved hjeelp af hvilken man kan afgere om et givet udsagn har et
bevis eller ej. I tilfaeldet hvor teorien omfatter aritmetikken, gar Church sdle-
des til veerks:

Alle computerprogrammer som udferer beregninger med naturlige tal, sale-
des at savel input som (evt.) output er ét tal, opstilles pa rad og reekke ved
hjeelp af et leksikografisk ordningsprincip. Det k-te program betegnes P.
Hvis tallet m er input i Py, kan der ske 1. programmet gar ikke igang, 2. pro-
grammet gdr igang men korer i det uendelige, 3. programmet gdr igang og
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standser efter endelig mange udregninger, output er et tal n. Lad udsagnet
T(k, m, n) veere givet ved: T(k, m, n) er sandt hvis og kun hvis 3. geelder, og
lad funktionen t: IN — IN veere givet ved

t(m) =n + 1 hvis T(m, m, n) er sandt, og

t(m) = 0 hvis der ikke findes noget n sdledes at T(m, m, n) er sandt.
Denne funktion er ikke beregnelig. Bevis: Hvis t var beregnelig, ville der fin-
des et tal q sdledes at P, beregner den, dvs. T(q, m, t(m)) ville veere sandt for

ethvert m. Specielt ville T(q, g, t(q)) veere sandt. Men dette ville medfere at
t(p) = t(p) + 1 (da n er entydigt bestemt ved k og m, hvis T(k, m, n) er sandyt).

Det folger umiddelbart heraf at det ikke, ved en beregnings-procedure, kan
afgeres om udsagnet" 3 n: T(m, m, n) er sandt" (med én variabel m) er
sandt eller falsk.

Ifglge et tidligere neevnt resultat af Godel, findes et formalt udsagn r(m, n)
saledes at

a. T(m, m, n) er sandt = r(m, n) er et teorem
b. T(m, m, n) er falsk = —r(m, n) er et teorem,
og af dette folger at
( 3 n: T(m, m, n) er sandt) < (( I n: r(m, n)) er et teorem).

Hyvis teorien var bade w-modsigelsesfri og afgerbar, ville sandhedsveerdien af
udsagnet "( 3 n: r(m, n)) er et teorem" (med én fri variabel m) veere beregne-
lig. Og dette ville medfere at sandhedsveerdien af udsagnet " 3 n:T(m, m, n)
er sandt" var beregnelig, men det har vi lige vist at den ikke er.



